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Предложен общий топологический подход для конструирования сходящихся искусственных ней-
ронных сетей (ИНС) на основе настройки алгоритмов принятия решений на последовательности
итераций непрерывных отображений (слоев ИНС). Отображения выбираются на основе оптимиза-
ционных принципов, составляющих основу “обучения ИНС), а принятие решений по результатам
обучения многослойной ИНС соответствует отысканию сходящейся последовательности к непо-
движной точке. Выявлена существенная для этого класса задач вычислительная неустойчивость,
связанная с явлением динамического хаоса и некорректностью этого класса задач. Предложены ме-
тоды стабилизации, сходящиеся к устойчивым неподвижным точкам отображений, что является
отправной точкой для широкого класса математических исследований по оптимизации обучающих
наборов при построении ИНС.
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Во многочисленных вычислительных экспе-
риментах по распознаванию образов, обработке
акустической, видео и текстовой информации
были найдены подходы к созданию программно-
го обеспечения для практического решения ряда
трудно формализуемых задач. Эти успехи поро-
дили огромный поток работ и интерес к созданию
полуэмпирических методов, носящих название
Искусственные нейронные сети (ИНС).

Общий подход, лежащий в основе построения
ИНС, состоит в принятии гипотезы возможности
создания устройства, которое можно обучить на
серии примеров принятия решений. Эта размы-
тая формулировка предполагает наличие некото-
рой связи между выбранными парами объектов

, определяющей некоторое отноше-∈ ×( , )x y X Y

ние  (гипотетический закон) [1]. Обыч-
но предполагается, что R является функцией (т.е.
каждому значению  соответствует ровно од-
но значение ).

Набор обучающих примеров составляет задан-
ное подмножество , где отношение R апри-
ори неизвестно. Целью создания ИНС является в
некотором смысле “оптимальная реконструк-
ция” неизвестного отношения R на основе задан-
ного “обучающего” набора . По своей природе
такая постановка задачи является некорректной.

На практике размерность пространства вход-
ных данных  существенно больше размерности
выходных данных . Типичное использование
ИНС нацелено на “сжатие” обрабатываемого по-
тока больших объемов входных данных (Big Data)
с целью их классификации, распознавания объ-
ектов, видео и акустической информации и т.п.

Необходимым “элементом построения ИНС
служит введение целевого правила (критерия,
функционала и т.п.) , на основе применения ко-
торого выполняется построение “наилучшего”
продолжения заданного отношения  до отноше-
ния , которое аппроксимирует  (например,
посредством минимизации функционала  на
некотором множестве параметров). Назовем 
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математической моделью реализации ИНС. По-
строение этой модели может рассматриваться как
задача об отыскании неподвижной точки 
( ) для некоторого отображения 
на множестве данных . Выбор отобра-
жения f назовем слоем ИНС. По существу, по-
строение слоя ИНС является этапом построения
многослойной ИНС, состоящей из последова-
тельно применяемых преобразований – слоев

, которые последовательно модифи-
цируются пользователем для достижения некото-
рого “оптимального, идеального для пользовате-
ля” результата. Искомый результат представляет
собой неподвижную точку некоторого предель-
ного преобразования . Во многих случа-
ях процесс отыскания  основывается на рас-
смотрении последовательности итераций

(1)

Часто при конкретных реализациях много-
слойных ИНС слои выбирают одинаковыми, т.е.
итерации . Такой подход к созданию мно-
гослойных ИНС, вообще говоря, может не схо-
диться. А.Н. Шарковским для одномерных итера-
ций  был обнаружен динамический
хаос [2]. В частности, примером такой последова-
тельности является логистический процесс, зада-
ваемый отображением

(2)

В работе [3] установлено, что за счет выбора
начального значения  для отображения (2)
можно получить любую наперед заданную смену
знаков для последовательности , где c –
константа, не зависящая от номера . Типичным
свойством преобразования (2) является равно-
мерное распределение значений итераций на от-
резке .

Таким образом, построение цепочки слоев
ИНС должно подчиняться модификациям, га-
рантирующим сходимость итераций.

Ниже рассмотрены алгоритмы, обладающие
такими свойствами.

Теорема 1. Пусть  – полное метрическое
пространство, на котором действует последова-
тельность равностепенно сжимающих операторов

т.е. постоянные сжатия для fn не превосходят ве-
личины . Пусть последовательность непо-
движных точек  , отображений fn сходится
к некоторой точке . Тогда точка  может
быть найдена как предел итераций

(3)
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где начальная точка  выбирается произволь-
но.

Замечание. Достаточным условием сходимо-
сти точек  является поточечная сходимость
отображений fn на M.

Действительно, это является непосредствен-
ным следствием того, что предел  явля-
ется сжимающим отображением на  (т.к. по
условию теоремы операторы fn обладают общей
постоянной сжатия ). Обозначим непо-
движную точку . Тогда

(последнее неравенство выполнено при доста-
точно больших значениях ). Таким образом, для
больших 

что доказывает утверждение.
Доказательство. Справедливы неравенства

В силу равностепенной сжатости отображений
fn имеем

Выберем номер n достаточно большим, чтобы
при  для произвольного положительного 
выполнялись неравенства

Тогда для  справедливо соотношение

Индукцией по номеру  устанавливаем,
что

При , , получаем, что 
при . Теорема доказана.

Приведенная выше теорема связана с построе-
нием систем с единственным решением. Практи-
ческие задачи классификации и распознавания
образов связаны с установлением соответствия
поступающих данных одному из множества объ-
ектов, каждому из которых сопоставляется непо-
движная точка многослойной ИНС. То есть для
таких отображений неподвижная точка не един-
ственна, поэтому одним из важнейших аспектов
создания устойчивых многослойных ИНС явля-
ется построение алгоритмов, стабилизирующих
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предельное поведение итераций (3), при отказе от
требования теоремы 1, связанного со свойством
равномерного сжатия. В частности, хаотическое
поведение последовательностей (1), (2) обуслов-
лено наличием подмножества, где отображение (2)
является достаточно сильно растягивающим.
Аналогичными свойством обладает достаточно
широкий класс отображений, в который, есте-
ственно, попадают экспериментально создавае-
мые ИНС. Такое поведение типично для гипер-
болических динамических систем [4].

С указанными явлениями связано общее свой-
ство неустойчивости поведения высокочастот-
ных гармоник разложения отображений в ряд
Фурье, а именно, высоким номерам базисных
функций соответствуют большие коэффициенты
растяжения, порождающие хаотическое поведе-
ние итераций (1).

Устойчивое получение аппроксимации реше-
ния x дополнительно требует применения мето-
дов регуляризации [5]. В частности, это явление
типично для аппаратной цифровой обработки
данных на основе частотной фильтрации сигна-
лов  с подавлением высокочастотной компо-
ненты входного сигнала  Поло-
жим , ...), где вектор

 = H2 состоит из коэффициентов
разложения в ряд Фурье вектора x по некоторой
полной ортонормированной системе в , а
заданная последовательность , ,
определяет частотный фильтр входного сигнала x.
Очевидно, фильтр  является ком-
пактным оператором и, соответственно, восста-
новление исходного образа (сигнала) x на основе
решения задачи для приближенных (зашумлен-
ных) данных  является некорректной зада-
чей, у которой либо решение отсутствует, либо
малые погрешности данных приводят к значи-
тельным ошибкам решения.

Таким образом, классы задач, основанные на
применении ИНС как средства аппроксимации
отображений и построения решений обратных
задач с компактным оператором, обнаруживают
общее математическое свойство – вычислитель-
ную неустойчивость при обработке больших мас-
сивов данных. Эти проблемы аналогичны также
для задач “восстановления” образов по “цифро-
вым двойникам”, поскольку имеют ту же матема-
тическую природу.

Для построения многослойных ИНС в задачах
с хаотическим поведением итераций на слоях да-
же при наличии неединственности неподвижной
точки эффективные решения связаны с примене-
нием процедуры последовательного усреднения
аппроксимаций на основе ЗБЧ (закона больших
чисел П.Л. Чебышёва), дающего существенное
ускорение сходимости частичных сумм в теории

R
∈ =1 2[ , ].x H L a b

= 1 1 2 2( ) ( , ,..., n nR x k c k c k c
∈1 2 2( , ,..., ,...)nc c c l

2[ , ]L a b
→ 0nk ≠ 0nk

→2 2: [ , ]R L a b l

∈ 2y l

тригонометрических рядов Фурье [5]. Аналогич-
ный эффект связан с теоремой Мазура [7], позво-
ляющей за счет процедуры усреднения превра-
тить слабо сходящиеся последовательности в
сильно сходящиеся. Близкое явление имеет место
в методе Ричардсона ускорения сходимости раз-
ностных схем на грубых сетках [8].

Теорема 2. Пусть непрерывное отображение
на  оставляет инвариантным ограниченный за-

мкнутый шар . Пусть последовательность ите-
раций (3) определяется формулами

(4)

Предположим, что почти везде существует предел

средних арифметических . Тогда после-

довательность итераций (4) сходится к неподвиж-
ной точке  отображения  почти для
всех начальных точек .

Доказательство. Существование неподвижной
точки следует из теоремы Брауэра
[9]. (Подчеркнем, что такая точка, вообще гово-
ря, неединственная). Сходимость почти везде

средних арифметических  обеспечивает

сходимость последовательности итераций (4) к ,
которая является неподвижной точкой отображе-
ния .

Таким образом, алгоритмы (4) могут быть по-
ложены в основу создания классов устойчивых
сходящихся ИНС.

Открытым является фундаментальный вопрос

о сходимости средних арифметических .

Он содержательно решен в рамках эргодической
теоремы Биркгофа–Хинчина [10] для отображе-
ний , сохраняющих меру. Вычисли-
тельные эксперименты авторов демонстрируют
надежность и вычислительную устойчивость ал-
горитма (4) для широкого класса непрерывных
отображений шара в себя.
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ON FIXED POINTS OF CONTINUOUS MAPPINGS ASSOCIATED
WITH THE CONSTRUCTION OF ARTIFICIAL NEURAL NETWORKS
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Moscow, Russia
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A general topological approach is proposed for the construction of converging artificial neural networks
(ANN) based on the configuration of decision-making algorithms on a sequence of iterations of continuous
maps (ANN layers). The mappings are selected based on the optimization principles that form the basis of
“ANN training”, and decision-making based on the results of multi-layer ANN training corresponds to find-
ing a converging sequence to a fixed point. The phenomena of computational instability associated with the
phenomenon of dynamic chaos associated with the incorrectness of this class of problems have been identi-
fied. Stabilization methods converging to stable fixed points of the mappings are proposed, which is the start-
ing point for a wide class of mathematical studies on optimizing training sets in the construction of ANN.

Keywords: artificial neural networks, optimization methods, computational instability, dynamic chaos, regu-
larization methods, fixed points
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