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Наличие достаточного количества не только
первых интегралов, но и других тензорных инва-
риантов, как известно [1–3], позволяет полностью
проинтегрировать систему дифференциальных
уравнений. Так, например, наличие инвариантной
дифференциальной формы фазового объема поз-
воляет уменьшить количество требуемых первых
интегралов. Для консервативных систем этот факт
достаточно естественен. Для систем же, обладаю-
щих притягивающими или отталкивающими
(асимптотическими) предельными множествами,
не только некоторые первые интегралы, но и ко-
эффициенты имеющихся инвариантных диффе-
ренциальных форм должны, вообще говоря,
включать трансцендентные (в смысле комплекс-
ного анализа) функции (см. также [4–6]).

Как показано ранее, задача о движении четы-
рехмерного маятника на обобщенном сфериче-
ском шарнире в неконсервативном поле сил, ко-
торый можно образно описать, как “поток набе-
гающей среды, заполняющей всеобъемлющее
четырехмерное пространство”. Эта задача приво-
дит к динамической системе на касательном рас-
слоении к трехмерной сфере, при этом метрика
специального вида на ней индуцирована допол-
нительными группами симметрий [7]. Динамиче-

ские системы, описывающие движение такого
маятника, обладают знакопеременной диссипа-
цией, полный список первых интегралов состоит
из трансцендентных функций, выражающихся
через конечную комбинацию элементарных
функций. То же фазовое пространство естествен-
но возникает в задаче о движении точки по трех-
мерной сфере с индуцированной метрикой все-
объемлющего четырехмерного пространства. От-
метим также задачи о движении точки по более
общим трехмерным поверхностям вращения, в
пространстве Лобачевского и т.д.

Впервые частные случаи систем с тремя степеня-
ми свободы с неконсервативным полем сил рас-
сматривались в работах автора [5, 6]. Настоящее ис-
следование распространяет результаты этих работ
на более широкий класс динамических систем.

В данной работе для рассматриваемого класса
динамических систем предъявлены полные набо-
ры инвариантных дифференциальных форм фа-
зового объема для однородных динамических си-
стем на касательных расслоениях к гладким трех-
мерным многообразиям. Показана связь наличия
данных инвариантов и полным набором первых
интегралов, необходимых для интегрирования
геодезических, потенциальных и диссипативных
систем. При этом вводимые силовые поля делают
рассматриваемые системы диссипативными с
диссипацией разного знака и обобщают ранее
рассмотренные.
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В разделе 1 изучается задача геодезических,
включающая, в частности, геодезические на сфе-
ре и других поверхностях вращения, трехмерного
пространства Лобачевского. Указываются доста-
точные условия интегрируемости уравнений гео-
дезических.

В разделе 2 в системы добавляется потенци-
альное поле сил специального вида, также указы-
ваются достаточные условия интегрируемости
рассматриваемых уравнений, на классах задач,
аналогичных рассмотренным в разделе 1.

В разделе 3 рассматривается усложнение зада-
чи, возникающее в результате добавления некон-
сервативного поля сил со знакопеременной дис-
сипацией. Также указываются достаточные усло-
вия интегрируемости.

1. ИНВАРИАНТЫ УРАВНЕНИЙ 
ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ

Рассмотрим гладкое трехмерное риманово
многообразие M3{ , β} с координатами ( , β),
β = (β1, β2), римановой метрикой gij( , β), порож-

дающей аффинную связность ( , β), и изучим
структуру уравнений геодезических линий на ка-
сательном расслоении TM3  (ср. с
[5, 8]) при изменении координат на нем. Для это-
го рассмотрим далее общий случай задания новых
кинематических соотношений в следующем виде:

(1)

где , , ,  – гладкие функции, не
равные тождественно нулю. Такие координаты z1,
z2, z3 в касательном пространстве уместно вводить
тогда, когда рассматриваются следующие уравне-
ния геодезических [5, 7, 9, 10] с семью ненулевы-
ми коэффициентами связности:

(2)

т.е. остальные 11 коэффициентов связности рав-
ны нулю. В случае (1) необходимые соотноше-
ния, их дополняющие на касательном расслое-
нии TM3 , примут вид
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и уравнения (2) геодезических почти всюду экви-
валентны составной системе (1), (3) на многооб-
разии TM3 .

Отметим ряд задач, приводящих к уравнени-
ям (2) (к системе (1), (3)).

(а) Системы на касательном расслоении к
трехмерной сфере. Здесь необходимо выделить
два случая метрик на сфере. Один случай – мет-
рика, индуцированная евклидовой метрикой все-
объемлющего четырехмерного пространства. Та-
кая метрика естественна для изучения задачи о
движении точки по такой сфере. Второй случай –
приведенная метрика, индуцированная группами
симметрий, характерных для динамики динами-
чески симметричного четырехмерного твердого
тела.

(б) Системы на касательных расслоениях бо-
лее общих трехмерных поверхностях вращения.

(в) Системы на касательном расслоении трех-
мерного пространства Лобачевского в модели
Клейна.

Для полного интегрирования системы (1), (3)
достаточно знать, вообще говоря, четыре незави-
симых тензорных инварианта: или четыре первых
интеграла, или четыре независимых дифферен-
циальных формы, или какую-то комбинацию из
интегралов и форм общим количеством четыре.
При этом, конечно, инварианты (в частности, для
уравнений геодезических) можно искать и в более
общем виде, чем рассмотрено далее (то, что пол-
ный набор состоит из четырех, а не из пяти, тен-
зорных инвариантов, будет показано ниже).

Как известно, первым интегралом уравнений
геодезических (2), переписанных в виде  +

+  = 0, i = 1, 2, 3, является гладкая

функция , но мы представим его в

более простой форме. Кроме того, в следующей
теореме участвуют четыре дифференциальных
соотношения на четыре “произвольные” функ-
ции , , ,  из (1).
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ШАМОЛИН

Теорема 1. Если выполнены условия

(4)

(5)

(6)

то система (1), (3) обладает полным набором, со-
стоящим из четырех первых интегралов вида

(7)

(8)

(9)

(10)

Более того, после некоторого ее приведения (за-
мен независимой переменной  и фа-

зовых , ) фазо-
вый поток системы (1), (3) сохраняет объем на ка-
сательном расслоении TM3, т.е. сохраняется
дифференциальная форма фазового объема

Заметим, что система дифференциальных ра-
венств (6) может трактоваться как возможность
преобразования квадратичной формы метрики
многообразия к каноническому виду с законом
сохранения энергии (7) (или см. ниже (12)) в за-
висимости от рассматриваемой задачи. История
и текущее состояние рассмотрения данной более
общей проблемы достаточно обширны (отметим
лишь работы [9, 10]). При этом поиск как инте-
грала (7), так и (8)–(10) опирается на наличие в
системе дополнительных групп симметрий [5, 11].

Пример 1. В случае обобщенных сферических
координат, когда метрика на трехмерной сфере
индуцирована евклидовой метрикой всеобъемлю-
щего четырехмерного пространства ( ), или
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когда метрика на трехмерной сфере индуцирована
метрикой специального силового поля при нали-
чии некоторой группы симметрий ( )
(задачи класса (а)), однопараметрическая систе-
ма, почти всюду эквивалентная уравнениям гео-
дезических и имеющая первые интегралы (7)–
(10), примет следующий вид:

Пример 2. В случае трехмерного пространства
Лобачевского в модели Клейна (задачи класса
(в)), четырехпараметрическая система, почти
всюду эквивалентная уравнениям геодезических

и имеющая первые интегралы (7)–(10), примет
следующий вид:

2. ИНВАРИАНТЫ ПОТЕНЦИАЛЬНЫХ 
СИСТЕМ 

Несколько модифицируем систему (1), (3),
вводя в нее консервативное гладкое силовое поле
с аддитивными компонентами , , 
с потенциалом (12), см. далее. В проекциях же на
оси , k = 1, 2, 3, силовое поле будет иметь следу-
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ющие комбинированные компоненты, соответ-
ственно: , , .
Рассматриваемая система на касательном расслое-
нии TM3  примет вид

(11)

и она почти всюду эквивалентна следующей си-
стеме:

на касательном расслоении TM3 .
Теорема 2. Если выполнены условия (4)–(6), то

система (11) обладает полным набором, состоящим
из четырех первых интегралов вида:
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а также при  – первых интегра-
лов (8)–(10).
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тельном расслоении TM3, т.е. сохраняется диффе-
ренциальная форма фазового объема
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касательном расслоении TM3
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Для полного интегрирования системы необходи-
мо знать, вообще говоря, пять независимых тензор-
ных инвариантов. Однако после следующей замены

переменных   ,
система (13) распадается следующим образом:

(14)

(15)

(16)

Видно, что для полной интегрируемости си-
стемы (14)–(16) достаточно указать два независи-
мых тензорных инварианта системы (14), один –
после замены независимой переменной – неза-
висимой системы (15), и дополнительный тензор-
ный инвариант, “привязывающий” уравнение
(16) (т.е. всего четыре).

Будем также предполагать, что для некоторого
 выполнено равенство

(17)

а для некоторых  выполнены равенства

(18)

Здесь , т.е. .
Условие (17) назовем “геометрическим”, а

условия из группы (18) – “энергетическими”.
Условие (17) названо геометрическим, в том чис-
ле потому, что накладывает условие на приведен-
ный коэффициент связности , приводя со-
ответствующие коэффициенты системы к одно-
родному виду относительно функции .
Условия же группы (18) названы энергетически-
ми, в том числе, потому, что силы становятся, в
некотором смысле, “потенциальными” по отно-
шению к функциям  и , приводя соот-
ветствующие коэффициенты системы к однород-
ному виду (опять же относительно функции

). При этом сама функция  и вводит в си-
стему диссипацию разных знаков.
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Теорема 3. Пусть выполняются условия (17) и
(18). Тогда система (14)–(16) обладает четырьмя
независимыми, вообще говоря, трансцендентными
[12, 13] первыми интегралами.

В общем случае первые интегралы выписыва-
ются громоздко (поскольку приходится интегри-
ровать уравнение Абеля [12]). В частности, если
κ = –1, λ1 = , явный вид ключевого первого ин-
теграла таков:

(19)

При этом дополнительный первый интеграл
для системы (14) имеет следующий структурный
вид:

(20)

Первый интеграл для системы (15) будет иметь
вид

(21)

о функции Φ(β1) см. (9). А дополнительный пер-
вый интеграл, “привязывающий” уравнение (16),
находится по аналогии с (10):

(22)

где, после взятия интеграла (22), вместо постоян-
ных C2, C3 можно подставить левые части первых
интегралов (9), (10), соответственно.

Выражение функций (19), (20) через конечную
комбинацию элементарных функций зависит и
от явного вида функции Δ(α). Так, например, при
κ = –1, λ1 =  дополнительный первый интеграл
системы (14) найдется из дифференциального со-
отношения

Правая часть данного соотношения выражается че-
рез конечную комбинацию элементарных функ-
ций, а левая – в зависимости от функции Δ(α).
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Теорема 4. Если для систем вида (14)–(16) вы-
полняются геометрическое и энергетические свой-
ства (17), (18), то у нее также существуют функ-
ционально независимые между собой следующие че-
тыре инвариантные дифференциальные формы с
трансцендентными коэффициентами:

 (после замены незави-

симого переменного в системе (15));

но зависимые с первыми интегралами (19)–(22).
Для полной интегрируемости системы (14)–

(16) можно использовать или четыре первых ин-
теграла, или четыре независимых дифференци-
альных формы, или какую-то комбинацию (толь-
ко независимых элементов) из интегралов и форм
общим количеством четыре.

О строении первых интегралов для рассматри-
ваемых систем с диссипацией см. также [5, 14].
Заметим, что для систем с диссипацией транс-
цендентность функций (в смысле комплексного
анализа – наличия существенно особых точек по-
сле продолжения функций) как тензорных инва-
риантов наследуется из нахождения в системе
притягивающих или отталкивающих (асимптоти-
ческих) предельных множеств [13].

В заключение можно сослаться на многочис-
ленные приложения [14], касающиеся интегри-
рования систем с диссипацией, на касательном
расслоении к трехмерной сфере, а также более
общих систем на расслоении трехмерных поверх-
ностей вращения и пространства Лобачевского
(см. также [14–16]).
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INVARIANT VOLUME FORMS OF VARIABLE DISSIPATION SYSTEMS 
WITH THREE DEGREES OF FREEDOM
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Tensor invariants (differential forms) for homogeneous dynamical systems on tangent bundles to smooth
three-dimensional manifolds are presented in this paper. The connection between the presence of these in-
variants and the full set of the first integrals necessary for the integration of geodesic, potential and dissipative
systems is shown. At the same time, the introduced force fields make the considered systems dissipative with
dissipation of different signs and generalize the previously considered ones.

Keywords: dynamical system, integrability, dissipation, transcendental first integral, invariant differential
form
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