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Знание свойств геометрии функции потерь позволяет успешно объяснять поведение нейронных се-
тей, динамику их обучения, взаимосвязь получаемых решений и гиперпараметров, таких как способ
регуляризации, архитектура нейронной сети или расписание темпа обучения. В данной работе изу-
чаются динамика обучения и поверхность стандартной кросс-энтропийной и популярной в послед-
нее время квадратичной функций потерь для масштабно инвариантных сетей с нормализацией. Для
устранения симметрий был произведен переход к оптимизации на сфере, который позволил обна-
ружить три фазы обучения в зависимости от размера шага обучения на сфере, обладающие принци-
пиально разными свойствами, – фазу сходимости, фазу хаотического равновесия и фазу дестабили-
зированного обучения. Данные фазы наблюдаются для обеих исследованных функций потерь, од-
нако при обучении с квадратичной функцией потерь нужны большие сети и более долгое обучение
для перехода в фазу сходимости.

Ключевые слова: масштабная инвариантность, батч-нормализация, обучение нейронных сетей, оп-
тимизация, квадратичная функция потерь
DOI: 10.31857/S2686954322070189

1. ВВЕДЕНИЕ

Одной из основных задач, успешно решаемых
с помощью глубоких нейронных сетей, является
многоклассовая классификация. Важной состав-
ляющей решения задачи является правильный
выбор функции потерь. В большинстве случаев, в
задаче классификации ограничиваются исполь-
зованием кросс-энтропийной функции потерь.
При этом данный выбор не является единственно
возможным и есть свидетельства, что альтерна-
тивные варианты функции потерь могут приво-
дить к качеству не хуже на большом классе задач
и архитектур [1].

С другой стороны, решения современных за-
дач в машинном обучении широко используют
эмпирические приемы для получения наилучших
результатов. Например, выбор оптимизатора или
расписания темпа обучения долгое время осно-
вывался на эмпирических результатах для кон-

кретных архитектур [2]. Исследование ландшаф-
та функции потерь позволило как обосновать
такие инженерные техники, как батч-нормализа-
ция [3], соединения быстрого доступа (Residual
Connections) [4], так и предложить новые спосо-
бы улучшения генерализации моделей [5].

Известно, что ширина оптимума имеет силь-
ную корреляцию генерализацией модели [6]. По-
этому при анализе ландшафта функции потерь
ширина в текущей точке и динамика ее измене-
ния в процессе обучения вызывают основной ин-
терес.

Исследование поверхности функции потерь
затруднено, так как оптимизация происходит в
многомерном пространстве, а функция, задавае-
мая глубокой нейронной сетью, является невы-
пуклой. Наличие в сетях слоев нормализации еще
сильнее усложняет анализ за счет появления мас-
штабно инвариантных симметрий. Переход к оп-
тимизации на сфере позволил избавиться от та-
ких симметрий. При варьировании разрешающей
способности на сфере было обнаружено три ре-
жима обучения нейронной сети, отвечающих раз-
личным областям поверхности функции потерь.
В данной работе был проведен анализ этих фаз с
точки зрения генерализации моделей и ширины
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получаемых решений. Также было произведено
сравнение различных функций потерь с точки
зрения влияния на обнаруженные фазы и дина-
мику обучения.

2. ДИЗАЙН ЭКСПЕРИМЕНТОВ
2.1. Симметрии в нейронных сетях

Исследование нейронных сетей осложняется
значительным уровнем избыточности парамет-
ров [7] и наличием внутренних симметрий. Про-
стейшими примерами таких симметрий являются
согласованная перестановка нейронов в последо-
вательных слоях и согласованное масштабирова-
ние весов в сетях с функцией активации ReLU [8].
Такие преобразования обычно оставляют сеть
функционально неизменной, хотя в пространстве
весов модель может существенно измениться.
Другой важной симметрией является масштабная
инвариантность в сетях с батч-нормализацией.
Использование батч-нормализации после свер-
точного слоя приводит к тому, что умножение ве-
сов, предшествующих слою нормализации, не
меняет сеть, как функцию от своего входа. Рас-
смотрим нейронную сеть  с весами .
Параметры, умножение которых на произволь-
ный положительный коэффициент  не меняет
функциональный вид сети, будем называть мас-
штабно инвариантными (Scale-Invariant, SI). В
таком случае, для SI параметров верно:

(1)

(2)

Наличие SI параметров в сети приводит к не-
однозначности в определении ширины оптиму-
ма, так как в зависимости от нормировки весов
функционально одинаковые модели будут иметь
различные градиенты и вторые производные в со-
ответствии с уравнением (2). Для того, чтобы
избавиться от инвариантности, предлагается
рассматривать сети, состоящие только из мас-
штабно инвариантных параметров на сфере фик-
сированного радиуса. Для определенности будем
по умолчанию считать, что сеть задана на единич-
ной сфере, т.е. . Темп обуче-
ния сети с полностью масштабно инвариантны-
ми параметрами (Fully Scale-Invariant, FSI) на
сфере единичного радиуса будем называть эф-
фективным темпом обучения (effective learning
rate, elt). Обучение такой модели градиентными
методами может приводить к тому, что после оче-
редного шага норма весов станет отличной от . В
таком случае предлагается применять нормиров-
ку весов на очередном шаге. Отличие данного
подхода от Римановой оптимизации на сфере
приведено в Приложении 3.

 θf θ dR

         , , ,0f f

       

1 .f f

      _ 1 { |  1}B

1

Стоит отметить, что фиксация общей нормы
параметров устраняет только часть симметрии в
нейронной сети – отдельные фильтры сверхточ-
ных слоев остаются инвариантными к перенор-
мировке.

Для исследования эффектов, связанных с ди-
намикой оптимизации, вдоль поверхности функ-
ции потерь необходимо выбрать такую постанов-
ку эксперимента, где особенности обучения будут
изолированы от сторонних эффектов, таких как
переобучение, симметрии внутри нейронной се-
ти. Для этого предлагается рассматривать следу-
ющие контролируемые, но в тоже время прибли-
женные к реальным, условия для обучения. Во-
первых, в качестве обучающей выборки будет
рассматриваться набор данных CIFAR10 без ис-
пользования аугментации. Во-вторых, в качестве
архитектуры нейронной сети используется свер-
точная нейронная сеть ConvNet с батч-нормали-
зацией из полностью масштабно инвариантных
параметров. Переход к FSI архитектуре произво-
дится путем фиксации аффинных слоев батч-
нормализации и фиксации последнего линейно-
го слоя сети. Подробное описание архитектуры
находится в Приложении 1. Известно, что такие
ограничения на параметры не влияют на итоговое
качество модели на тестовой выборке. В-третьих,
обучение происходит с помощью стохастическо-
го градиентного спуска (Stochastic gradient de-
scent, SGD) без использования инерции и $L_{2}$
регуляризации. Все модели обучаются из одного
и того же начального приближения с одинаковым
порядком батчей в процессе оптимизации.

В качестве функции потерь рассматриваются
две альтернативы. Стандартным выбором для оп-
тимизируемой ошибки для задачи $C$-классовой
классификации является кросс-энтропия:

(3)

где  – метка правильного класса и выход
сети соответственно.

В качестве альтернативы можно рассмотреть
квадратичную функцию потерь:

(4)

Существующие работы не дают четкого ответа
о том, какая из этих функций предпочтительнее.
С одной стороны, долгое время считалось, что
квадратичная функция потерь медленнее сходит-
ся и приводит к худшему качеству на тестовой вы-
борке при использовании стохастического гради-
ентного спуска [9, 10].

Однако более новые работы показывают про-
тивоположную ситуацию – подробный анализ [1]
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на широком классе архитектур и задач показал
паритет по качеству при незначительно более
медленной скорости сходимости квадратичной
функции потерь.

С теоретической точки зрения также нет окон-
чательного ответа. При большой степени перепа-
раметризации, которая свойственна нейронным
сетям, и достаточно строгих условиях было пока-
зано, что функционально решения с использова-
нием кросс-энтропийной функции потерь и
квадратичной функции потерь в точности совпа-
дают [11]. Однако существующие работы не дают
ответа на то, можно ли расширить результаты на
современные архитектуры глубоких нейронных
сетей.

В качестве основных объектов исследования
были выбраны среднее значение функции потерь
на обучающей выборке , доля неверно класси-
фицированных объектов на обучающей и тесто-
вой выборках  и метрика кривизны

.

TL

,T tE E
   θb bGM E L

2.2. Метрики кривизны

В качестве основной метрики ширины предла-
гается использовать среднюю норму градиентов
по отдельным батчам обучающей выборки .
Интуитивно данная метрика показывает, на-
сколько велик разброс градиентов по отдельным
объектам в точке пространства весов. В плоских,
широких областях данная метрика должна быть
мала, в узких – велика.

На практике такая метрика хорошо коррели-
рует с метриками кривизны второго порядка, та-
кими как след матрицы Фишера или максималь-
ное собственное значение матрицы Гессе. Теоре-
тический анализ также подтверждает высокую
корреляцию между данными метриками [12]. При
этом вычисление  требует только одного об-
ратного прохода, в отличие от двух обратных про-
ходов при вычислении оценок на статистики Гес-
сиана и матрицы Фишера. Более того, за счет
усреднения по батчам, а не по отдельным объек-
там получается существенно ускорить вычисле-
ние оценки кривизны, не теряя в качестве при-

GM

GM

Рис. 1. Фазовая диаграмма для кривизны и кросс-энтропийной функции потерь для различных elr для сети ConvNet.
Наблюдается три принципиальных режима поведения траекторий.

Рис. 2. Основные метрики для различных elr. Крайняя правая диаграмма демонстрирует скачкообразные переходы
между фазами при изменении elr.
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Рис. 3. Mode connectivity для разных моделей из первой фазы. Слева – модели из не сошедшейся первой фазы. Справа –
сошедшаяся первая фаза. После достижения сходимости области оптимумов для разных elr оказываются линейно не-
связными.

Рис. 4. Фазовая диаграмма при уменьшении elr для ConvNet. Итоговый elr обозначен как . Траектории продолжают
исходный тренд, что говорит о “застревании” в фиксированной области в окрестности локального минимума.

elr
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ближения. Сравнение данных метрик приведено
в Приложении 2.

3. ОБУЧЕНИЕ С КРОСС-ЭНТРОПИЙНОЙ 
ФУНКЦИЕЙ ПОТЕРЬ

Для анализа динамики обучения нейронных
сетей были обучены FSI модели с различными
значениями elr для кросс-энтропийной функции
потерь.

На рис. 1 видно, что модели разделились на
три условных группы. В первой группе модели
сходятся в область с широкими минимумами и
низким значением функции потерь. Во второй –
модели лосс и кривизна колеблются около неко-
торого значения, как видно на верхних графиках
рис. 2. В последней группе модели с наибольшей
кривизной.

Проанализируем каждую группу по отдельно-
сти.

3.1. Первая фаза
К первой фазе отнесем модели, для которых

. Данные модели выделяются тем,
что с увеличением elr происходит согласованное
уменьшение всех метрик в конце обучения. Верх-
няя граница фазы определяется резким измене-
нием всех метрик (нижние графики рис. 2), что
свидетельствует о качественном изменении пове-
дения при переходе через указанную границу.
При этом первую фазу можно условно разбить на
две подфазы – модели, которые достигают нуле-
вой ошибки на обучающей выборке к концу обу-
чения (сошедшаяся первая фаза) и все остальные
модели с меньшими elr (не сошедшаяся первая
фаза).

  47 10elr

Рис. 5. Mode connectivity для моделей с уменьшенным elr. Так как модели достигли нулевой ошибки на обучении, то
соответствующие точки на графиках для ET не отображаются. Модели остаются линейносвязными.
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Для анализа первой фазы исследуем линейную
связность моделей (mode connectivity). Для этого
рассмотрим две модели , параметризован-
ные весами 1, 2. Под mode connectivity будем
подразумевать значения метрик для моделей на
отрезке между парой исходных точек

,   [0, 1]. Будем называть моде-
ли линейно связными или лежащими в одной об-
ласти, если на графике mode connectivity отсут-
ствуют ярко выраженные экстремумы в промежу-
точных точках . Иначе, будем называть
модели линейно несвязными.

Модели, которые не достигают нулевой ошиб-
ки ввиду маленького темпа обучения, сходятся в
одну линейно связную область. При больших
темпах обучения модели успевают разойтись в

 θf

 1 2αθ (1 )α)θ(f

 α 0,1

разные оптимумы, что приводит к наличию пика
у значения функции потерь на Графике mode
connectivity 3. Стоит отметит, что точная граница
между подфазами проходит не по нулевой ошиб-
ке на обучении, но по ошибке порядка 10–15 объ-
ектов.

Таким образом, при  модели схо-
дятся в одну и ту же область, но с разной скоро-
стью, что также подтверждается совпадением их
траекторий на фазовой диаграмме 1.

По достижении достаточно низкой ошибки на
обучении модели начинают сходиться вдоль раз-
личных траекторий. При этом увеличение темпа
обучения приводит к монотонному росту генера-
лизации. Это хорошо согласуется с тем, что при
больших elr разрешающая способность сети
уменьшается, что приводит к сходимости во все

  78 10elr

Рис. 6. Mode connectivity для elr = 0.0001 при дообучении с большим темпом. При малых увеличениях (левая панель)

точки остаются линейно связными. Более сильное увеличение  приводит к переходу в окрестность другого оптиму-
ма (правая панель). Модели, достигшие нулевой ошибки на обучении, на отображаются на графиках для ET.

10–1

10–2

10–3

10–4

elr
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более и более широкие, плоские области, кото-
рые в свою очередь и определяют лучшее каче-
ство на тестовой выборке. Дальнейший рост elr
приводит к тому, что сеть резко перестает схо-
диться к нулевой ошибке на обучении и каче-
ственно меняет свое поведение. Таким образом,
данный эксперимент подтверждает утверждение,
что лучшая генерализация достигается в самом
широком оптимуме, при условии сходимости сети.

Также отсутствие линейной связности в пер-
вой фазе при достаточно больших elr показывает,
что модели сходятся в разные области простран-
ства весов. Покажем, что внутри каждой из этих
областей нет минимумов меньшей ширины. Для
этого дообучим модели в течение  итераций,
резко уменьшив темп обучения в  и в  раз.

На диаграмме 4 видно, что уменьшение elr не
меняет динамику обучения моделей. Это косвен-
но подтверждает, что глобальные свойства опти-
мума остаются стабильными и внутри оптимума
заданной ширины нет минимума с меньшей ши-
риной.

5000
2 10

Mode connectivity на рис. 5 также подтвержда-
ет, что уменьшение elr не приводит к сходимости
в линейно несвязные оптимумы.

Теперь рассмотрим поведение сетей при уве-
личении elr. В зависимости от величины итогово-
го elr возможны несколько принципиальных си-
туаций. При небольших коэффициентах увеличе-
ния динамика сети меняется слабо. Как видно из
рис. 6, 7, модель остается в том же оптимуме с
точки зрения генерализации и метрики кривиз-
ны.

При дальнейшем увеличении итогового elr
сеть начинает обучаться менее стабильно и в ка-
кой-то момент наблюдается “скачок” и переход
на новую траекторию. Значения  показывают,
что модель может сойтись в незначительно отли-
чающиеся по качеству минимумы. Результаты де-
монстрируют, что при наличии скачков во время
дообучения предыстория обучения влияет слабо,
т.е. модель после выхода из региона нестабильно-
сти возвращается на траекторию, которая соот-
ветствует изначальному обучению с итоговым .

tE

elr

Рис. 7. Фазовые диаграммы для elr = 0.0001 при дообучении с большим темпом. Малые увеличения elr не выводят мо-
дель из исходного оптимума.



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 508  2022

ДИНАМИКА И ЛАНДШАФТ ФУНКЦИИ ПОТЕРЬ 57

Наконец, если итоговый elr превосходит верх-
нюю границу первой фазы, то модель быстро рас-
ходится и переходит в область, которая соответ-
ствует обучению с нуля с темпом обучения во вто-
рой фазе.

3.2. Вторая фаза

При увеличении темпа обучения до 
происходит переход в следующую зону: все мет-
рики быстро, в течение первых 5–10 итераций,
выходят на фиксированный средний уровень и не
меняются в процессе обучения. Переход в новую
фазу сопровождается резким скачком всех мет-
рик. При этом во второй фазе модель сходится не
к случайным предсказаниям, а к значительно
лучшему качеству на обучающей выборке. С уве-
личением elr модель сходится все хуже и хуже до
тех пор, пока она не перейдет в третью фазу. Ин-
тересно, что в данной фазе увеличение  приво-
дит к уменьшению кривизны.

Можно предположить, что различие между
первой и второй фазой вызвано наличием в про-
странстве весов области с высокой кривизной,

 48 10

elr

которую необходимо преодолеть для достижения
низкого значения функции потерь. На фазовой
диаграмме можно видеть характерный загиб на
траекториях моделей из первой фазы в области

, при прохождении которой на-
блюдается локальный пик кривизны.

Во второй фазе веса сети не сходятся и на со-
седних итерациях вектора весов менее коррели-
рованы, чем в первой фазе и с ростом elr корреля-
ция падает, что видно из рис. 10.

Дальнейшее увеличение elr приводит к тому,
что веса на соседних итерациях не коррелируют
друг с другом, что соответствует переходу в тре-
тью фазу.

Исследуем свойства моделей во второй фазе. В
течение всей 1000 итераций не наблюдается зна-
чительных изменений средних значений метрик.
Модели из-за большого темпа обучения “застре-
вают” на фиксированном уровне и могут умень-
шить значения метрик только при условии пере-
хода через “бутылочное горлышко” кривизны.
Однако, так как в данной зоне градиенты слиш-
ком велики, такой переход возможен только при

  1 010 2 10TL

Рис. 8. Фазовые диаграммы для elr = 0.0001 при дообучении с большим темпом. На обеих диаграммах виден ступенча-
тый переход с одной траектории на другую при переходе в другой, более плоский оптимум.
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уменьшении шага SGD. Поэтому рассмотрим
эксперимент с дообучением модели из второй фа-
зы с резко уменьшенным elr.

Из рис. 11 видно, что при запуске из неболь-
шого elr второй фазы модели ведут себя на фазо-

вой диаграмме подобно тому, как происходил пе-
реход из первой фазы в первую на графике 4 –
траектория продолжает тренд точек из второй фа-
зы, сходясь в окрестность линии, соответствую-
щей наибольшему темпу обучения первой фазы

Рис. 9. Фазовые диаграммы для elr = 0.0001 при дообучении с большим темпом. При этом происходит мгновенный пе-
реход в хаотический режим.

Рис. 10. Распределение косинусных расстояний между всеми соседними эпохами для различных темпов обучения по-
казывает разделение фаз обучения между собой.
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( ), вне зависимости от итогового elr.
При этом генерализация таких моделей превос-
ходит лучшую генерализацию среди всех сетей,
полученных в первой фазе. Некоррелирован-
ность  и  в данном примере еще раз подчер-
кивает недостаток локальных метрик кривизны
при использовании их как прокси для генерали-
зации.

Запуск дообучения из большего  при-
водит к противоположным результатам. Во-пер-
вых, в соответствии с правым рис. 12 траектории
таких моделей сходятся к тем же кривым, кото-
рые соответствуют моделям, обучавшимся с за-
данным elr изначально. Левый график показыва-
ет, что улучшение итогового качества наблюдает-
ся только при маленьких итоговых темпах
обучения ( ).

Сравнение результатов для большого и ма-
ленького elr второй фазы показывает, что пред-
обучение во второй фазе тем больше влияет на
итоговое тестовое качество , чем меньше стар-
товый elr.

  47 10elr
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 210elr
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Также независимость итогового качества и
траектории при дообучении из маленького elr
второй фазы позволяет выдвинуть гипотезу, что
выбор оптимума в первой фазе осуществляется в
момент перехода из второй фазы в первую в са-
мом начале обучения. Для проверки этого утвер-
ждения поставим следующий эксперимент: за-
фиксируем стартовый  и запустим до-
обучение с кусочно-линейным расписанием
темпа обучения 13.

Из рис. 14 видно, что, изменяя скорость
уменьшения elr, можно получить спектр траекто-
рий, где на одном конце сходимость вдоль линии,
соответствующей наибольшему elr  первой фазы,
а на другом, при самом быстром изменении elr –
траектория модели для  без предобучения.
Медленное уменьшение elr из второй фазы при-
водит к тому, что модель будет постепенно пере-
ходить на траектории, соответствующие мень-
шим elr второй фазы, до тех пор, пока модель не
выскочит в область с меньшей кривизной.

Величина прироста качества на тестовой вы-
борке  также плавно зависит от скорости

 210elr

elr

elr

tE

Рис. 11. Фазовые диаграммы для  при дообучении из второй фазы с меньшим темпом. Модели сходятся к са-
мому широкому оптимуму.

elr  310
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уменьшения elr. Таким образом, можно предпо-
ложить, что оптимальной стратегией для распи-
сания elr является как можно дольше находиться
в точках второй фазы, прежде чем перейти в
первую, так как в момент перехода модель “фик-
сирует” минимум, в который она будет сходиться.
Изменить минимум в первой фазе можно, только
существенно увеличив elr и добившись неста-
бильности в обучении, которая позволит “пере-
скочить” в область с другими функциональными
характеристиками.

3.3. Третья фаза

Рассмотрим оставшиеся модели, соответству-
ющие . При дальнейшем увеличении
elr во второй фазе снова происходит качественное
изменение поведения – градиенты у модели рез-
ко увеличиваются, ошибка на обучении стано-
вится равной случайному гаданию (90% в случае
10 классов). Переход в эту зону соответствует пе-
реходу к случайному предсказанию. Для провер-
ки этого утверждения было выполнено обучение

  2 2 10elr

Рис. 12. Фазовые диаграммы для  при дообучении из второй фазы с меньшим темпом. Модели сходятся к оп-
тимумам различной ширины.

elr  210

Рис. 13. Линейное расписание elr с различной дли-
тельностью перехода.
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модели, в которой каждый шаг градиентного
спуска заменялся на шаг вдоль случайного на-
правления той же магнитуды. Также, для сравне-
ния, был поставлен эксперимент, где в качестве
очередного шага вместо антиградиента использу-
ется градиент. Полученные результаты показыва-
ют, что случайное блуждание и движение по гра-
диенту позволяют ограничить наблюдаемое пове-
дение кривизны в третьей фазе снизу и сверху.

4. ОБУЧЕНИЕ С КВАДРАТИЧНОЙ 
ФУНКЦИЕЙ ПОТЕРЬ

Теперь сравним поведение на фазовых диа-
граммах для квадратичной функции потерь
(Mean Squared Error, MSE). Известно, что реше-
ние задачи регрессии сложнее, чем решение зада-
чи классификации [11], следовательно, обучение
с квадратичной функцией потерь требует боль-
шего числа итераций до сходимости. Поэтому в

Рис. 14. Фазовые диаграммы для  при дообучении в  с различными расписаниями.  – длительность
перехода.

elr  210 elr  510

Рис. 15. Основные метрики в третьей фазе. Синяя линия – случайное блуждание, оранжевая линия – движение по гра-
диенту. Обучение в третьей фазе схоже со случайным блужданием.
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экспериментах с MSE все модели будем обучать
6000 итераций.

Анализ фазовой диаграммы 16 позволяет четко
отделить третью фазу ($elr=0.5$) и не сошедшую-

ся часть первой фазы ( ). Остальные
модели визуально напоминают как первую, так и
вторую фазу для кросс-энтропии. Для более точ-
ного анализа рассмотрим распределение коси-

  0.0001elr

Рис. 16. Фазовая диаграмма для кривизны и квадратичной функции потерь для различных elr.

Рис. 17. Распределение косинусных расстояний между соседними эпохами для различных темпов обучения при обу-
чении с квадратичной функцией потерь.

cos

Рис. 18. Основные метрики для различных elr для ConvNet с квадратичной функцией потерь. График ошибки на тесте
указывает на наличие двух фаз обучения.
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нусных расстояний для последовательных моде-
лей вдоль траектории обучения. Из рис. 17 видно,
что модели c  можно отнести ко второй
фазе. Остальные – отнесем к первой фазе.

Теперь соотнесем такое разделение на фазы с
поведением метрик на рис. 18. Видно, что ни одна
из моделей не сошлась к нулевой ошибке на обу-
чающей выборке, что еще раз подтверждает, что
модели с квадратичным лоссом сходятся медлен-
нее моделей с кроссэнтропийной функцией по-
терь. Другим отличием является тот факт, что гра-
ница между первой и второй фазами более размы-
тая. Действительно, модели с 

  0.02elr

 0.008 0.02elr

монотонно уменьшают число неправильно клас-
сифицированных объектов, при этом оставаясь в
области с фиксированой шириной. Это контра-
стирует с первой фазой кросс-энтропии, где лосс
и кривизна убывали согласовано вдоль всей тра-
ектории.

Так как на всей выборке из 50 000 объектов мо-
дели с MSE лоссом не достигают сходимости,
обучим сети на подвыборке объемом 10%.

В таком случае метрики 20 и фазовая диаграм-
ма 19 становятся похожими на случай кроссэн-
тропии. По фазовой диаграмме можно четко вы-
делить все три фазы обучения, а также две подфа-

Таблица 1. Базовая архитектура сети ConvNet

№ Слой

1 Conv2d(3, 32, kernel_size=(3, 3), padding=(1, 1), bias=False)
2 BatchNorm2d(32, momentum=0.1, affine=False)
3 ReLU()
4 Conv2d(32, 64, kernel_size=(3, 3), padding=(1, 1), bias=False)
5 BatchNorm2d(64, momentum=0.1, affine=False)
6 ReLU()
7 MaxPool2d(kernel_size=2, stride=2)
8 Conv2d(64, 128, kernel_size=(3, 3), padding=(1, 1), bias=False)
9 BatchNorm2d(128, momentum=0.1, affine=False)

10 ReLU()
11 MaxPool2d(kernel_size=2, stride=2)
12 Conv2d(128, 256, kernel_size=(3, 3), padding=(1, 1), bias=False)
13 BatchNorm2d(256, momentum=0.1, affine=False)
14 ReLU()
15 MaxPool2d(kernel_size=2, stride=2)
16 MaxPool2d(kernel_size=4, stride=4)
17 Linear(in_features=256, out_features=10, bias=True)

Рис. 19. Фазовая диаграмма для кривизны и квадратичной функции потерь для различных elr. ConvNet на подвыборке
из CIFAR10.
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зы в первой фазе. Оптимальный elr с точки зрения
ошибки на тестовой выборке соответствует наи-
большему темпу обучения в первой фазе. В той же
точке достигается минимальная кривизна.

По аналогии с кроссэнтропийной функцией
потерь рассмотрим эксперимент с дообучением с
различными elr.

Анализ результатов показывает, что уменьше-
ние elr из траекторий, относящихся к первой фа-

зе, приводит к поведению, с одной стороны, со-
гласованному с кроссэнтропией – траектории
продолжают двигаться вдоль того же тренда, что
был и до уменьшения темпа. При этом функция
потерь убывает. Однако, в отличие от кроссэн-
тропии, где кривизна монотонно убывала, для
квадратичного лосса  или стабилизируется
( , граница между первой и второй фаза-
ми), или даже начинает возрастать (меньшие elr).

GM
 210elr

Рис. 20. Основные метрики для различных elr. ConvNet с квадратичной функцией потерь на подвыборке из CIFAR10.

Рис. 21. Фазовые диаграммы при дообучении с меньшим elr для MSE.
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Такое поведение свидетельствует о начале пере-
обучения, что более четко видно на правом гра-
фике 21 – сначала  убывает, но затем начинает
резко расти.

5. ВЫВОДЫ

Проведенные исследования показали наличие
нескольких фаз обучения полностью масштаб
инвариантных сетей на сфере в зависимости от
темпа обучения.

При этом первая фаза обучения соответствует
сходимости весов в оптимум фиксированной ши-
рины.

Вторая фаза определяется хаотическим равно-
весием, при котором метрики для сети стабили-
зируются около некоторого уровня. При этом об-
ласть, в которой стабилизируется нейронная
сеть, во второй фазе оказывает решающее влия-
ние на итоговое качество модели.

Третья фаза характеризуется переходом к
блужданию по сфере, корреляция между различ-
ными моделями на соседних итерациях отсут-
ствует.

Выявленные фазы проявляются для разных
функций потерь, как для квадратичного лосса,
так и для кросс-энтропии. Исследование в При-
ложении 4 показывает, что выводы воспроизво-
дятся в том числе и на сетях с не масштабно инва-
риантными параметрами и с регуляризацией.

Также результаты дополнительно подтвержда-
ют гипотезу о том, что для MSE требуется боль-
шее число итерации или большее число парамет-
ров у сети для сходимости к схожему качеству по
сравнению с кросс-энтропией.

tE

Приложение

1. АРХИТЕКТУРА СЕТИ
В качестве основной FSI модели используется

сверточная сеть из четырех слоев в соответствии с
табл. 1.

Следуя примеру [13], последний линейный
слой зафиксирован в случайной инициализации
таким образом, чтобы его норма весов равнялась
10 в случае кросс-энтропии и 1.5 в случае квадра-
тичного лосса. Данная норма близка к тем значе-
ниям, которые норма последнего слоя принимает
при обучении всех параметров сети. Инициализа-
ция нормы необходима для достижения низкой
ошибки на обучающей выборке.

2. СРАВНЕНИЕ МЕТРИК КРИВИЗНЫ
Для валидации корректности выбранной мет-

рики кривизны  для модели
ConvNet было произведено сравнение фазовых
диаграмм с использованием других локальных
способов оценки кривизны: следа матрицы Фи-
шера  и максимального собственного значе-
ния Гессиана .

Сравнивая рис. 22, 23 с исходной диаграммой 1,
можно видеть четкое сходство: во-первых, все три
фазы обучения присутствуют для всех метрик
кривизны. Во-вторых, еще более заметен эффект
“бутылочного горлышка” – области высокой
кривизны, которую модели из первой фазы долж-
ны пройти, прежде чем спуститься в область низ-
ких значений функции потерь.

3. ОПТИМИЗАЦИЯ НА СФЕРЕ
Так как в дизайне эксперимента предполагает-

ся, что модель задана на сфере радиуса , то кор-

   θb bGM E L

  tr F
max λii

1

Рис. 22. Фазовая диаграмма для следа матрицы Фишера и кросс-энтропийной функции потерь.
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ректным способом оптимизации такой модели
являются методы Римановой оптимизации. Од-
нако реализация таких алгоритмов на практике
избыточна. Действительно, положим, что сеть

, заданная в соответствии с уравнением (1),
обучается методом градиентного спуска в про-
странстве весов  с некоторым темпом обу-
чения lr. Так как после выполнения шага оптими-
зации  норма весов изменится,

спроецируем веса обратно на сферу: . Та-

ким образом, переход от  к  соответствует дви-
жению по сфере вдоль дуги большого круга сфе-
ры на расстояние . Истинное значение скоро-

сти обучения на сфере . Определим

погрешность между lr и elr

Заметим,  зависит от эффективной длины
шага , что потенциально может приво-
дить к высокой погрешности при больших нор-
мах градиента.

Рассмотрим, как меняется относительная по-
грешность  в процессе обучения с кроссэн-
тропийной функцией потерь.

График 25 показывает, что для всех моделей в
первой и второй фазах оптимизация с помощью
SGD с перенормировкой весов соответствует
“честной” Римановой оптимизации на сфере с
elr, отличающимся не более чем на 2% от темпа
обучения lr в исходном евклидовом пространстве.
В третьей фазе, из-за роста градиента, данная
процедура приводит к существенной переоценке
elr. Интуитивно, в третьей фазе каждый шаг гра-
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диентного спуска приводит к повороту вектора
весов на угол . Нужно отметить, что про-
цедура с нормировкой весов не может исследо-
вать поведение сетей при экстремально больших
elr, которые приводят к повороту вектора весов на
угол, больший 90.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ ДЛЯ VGG16BN
Рассмотрим более практический дизайн экс-

перимента. В качестве нейронной сети выберем
VGG16 [14] c батч-нормализацией. При этом не
будем фиксировать линейные слои и аффинные
параметры батч-нормализации. Также при обуче-
нии не будем приводить веса на сферу, а будем
оптимизировать параметры в исходном про-
странстве с помощью SGD без моментума. Так
как сеть обучается без ограничений, то понятие

  90

Рис. 23. Фазовая диаграмма для максимального собственного значения Гессиана и кросс-энтропийной функции по-
терь.

Рис. 24. Оптимизация на сфере.
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elr в такой постановке теряет смысл. Однако для
консистентности в данной секции под elr будем
понимать обычный темп обучения (lr).

Прежде всего рассмотрим обучение без  ре-
гуляризации. В таком случае норма весов сети в
процессе оптимизации возрастает, что приводит

2L

Рис. 25. Погрешность оптимизации в зависимости от lr.

Рис. 26. Фазовые диаграммы для VGG16BN, wd = 0.0.



68

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 508  2022

НАХОДНОВ и др.

к нестабильному обучению при больших elr. На
практике обучение с большими elr приводит к
мгновенной дестабилизации и расхождению весов
сети в NaN. Поведение на фазовой диаграмме 26
для меньших темпов обучения показывает карти-
ну, схожую с первой фазой, включая две ее подфа-
зы. При этом к концу обучения динамика стано-
вится значительно более шумной по сравнению с

ConvNet, однако, линейный тренд поведения ли-
ний на фазовой диаграмме остается.

Метрики на рис. 27 демонстрируют тренд на
снижение с ростом elr, однако, из-за большой
дисперсии метрики для обучающей выборки не-
стабильны. Несмотря на это, можно четко видеть,
что оптимальная генерализация достигается при

Рис. 27. Основные метрики для различных elr для VGG16BN, wd = 0.0.

Рис. 28. Фазовые диаграммы для VGG16BN, wd = 0.0001.
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наибольших elr первой фазы, там же, где достига-
ется минимум кривизны.

Добавим  регуляризацию в модель. Даже при

малых значениях weight decay ( ) ста-
бильность сети значительно возрастает и диапа-
зон допустимых elr расширяется.

Теперь на правой диаграмме 28 видны первая
фаза, а также несколько моделей из второй фазы,
которые не переходят в область низких градиен-
тов. При этом для моделей с большими elr в пер-
вой фазе наблюдается загиб значения функции
потерь в конце обучения. Вероятнее всего дан-
ный эффект связан с регуляризацией, так как при
малой величине лосса, weight decay начинает до-
минировать в процессе оптимизации. Видно, что
такая регуляризация позитивно сказывается и на
генерализации – модель сходится в более широ-
кий оптимум с лучшим тестовым качеством .
Анализ метрик на нижней панели рис. 29 под-
тверждает гипотезу, что лучшая генерализация
достигается при максимальном elr первой фазы.
Аналогично результатам для ConvNet все метри-
ки в первой фазе монотонно снижаются с ростом
elr. При этом модели из второй фазы выходят на
константный уровень метрик не с самого начала
обучения, а подобно результатам для MSE, снача-
ла демонстрируют снижение.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Hui L., Belkin M. Evaluation of Neural Architectures
Trained with Square Loss vs Cross-Entropy in Classifi-
cation Tasks, 2021.

2. Smith L.N. Cyclical Learning Rates for Training Neural
Networks, arXiv, 2015.

3. Santurkar S., Tsipras D., Ilyas A., Madry A. How Does
Batch Normalization Help Optimization?, arXiv, 2018.

4. He F., Liu T., Tao D. Why ResNet Works? Residuals
Generalize, arXiv, 2019.

5. Foret P., Kleiner A., Mobahi H., Neyshabur B. Sharp-
ness-Aware Minimization for Efficiently Improving
Generalization, arXiv, 2020.

6. Jiang Y., Neyshabur B., Mobahi H., Krishnan D., Bengio S.
Fantastic Generalization Measures and Where to Find
Them, arXiv, 2019.

7. Allen-Zhu Z., Li Y., Liang Y. Learning and Generaliza-
tion in Overparameterized Neural Networks, Going
Beyond Two Layers, arXiv, 2018.

8. Badrinarayanan V., Mishra B., Cipolla R. Understand-
ing symmetries in deep networks, arXiv, 2015.

9. Bosman A.S., Engelbrecht A., Helbig M. Visualising Ba-
sins of Attraction for the Cross-Entropy and the
Squared Error Neural Network Loss Functions, 2019.

10. Demirkaya A., Chen J., Oymak S. Exploring the Role of
Loss Functions in Multiclass Classification, 2020 54th
Annual Conference on Information Sciences and Sys-
tems (CISS), 2020.

11. Muthukumar V., Narang A., Subramanian V., Belkin M.,
Hsu D., Sahai A. Classification vs regression in overpa-
rameterized regimes: Does the loss function matter?,
2021.

12. Thomas V., Pedregosa F., van Merriënboer B., Manza-
gol P.-A., Bengio Y., Roux N.L. On the interplay be-
tween noise and curvature and its effect on optimiza-
tion and generalization,” ConferenceProceedings of
the Twenty Third International Conference on Artifi-
cial Intelligence and Statistics, 2020.

13. Lobacheva E., Kodryan M., Chirkova N., Malinin A.,
Vetrov D. On the Periodic Behavior of Neural Network
Training with Batch Normalization and Weight Decay,
2021.

14. Simonyan K., Zisserman A. Very Deep Convolutional
Networks for Large-Scale Image Recognition, arXiv,
2014.

15. Nakkiran P., Kaplun G., Bansal Y., Yang T., Barak B.,
Sutskever I. Deep Double Descent: Where Bigger Mod-
els and More Data Hurt, arXiv, 2019.

2L
 410wd

tE

Рис. 29. Основные метрики для различных elr для VGG16BN, wd = 0.0001.


