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Решение задачи оптимального управления в классической постановке представляет собой управле-
ние в форме функции времени. Реализация такого решения приводит к разомкнутой системе управ-
ления и поэтому не может применяться непосредственно на практике. Считается, что решение
классической задачи оптимального управления приводит к получению оптимальной программы
управления и программной траектории в пространстве состояний. Для реализации движения объ-
екта управления по программной траектории необходимо построение дополнительной системы
стабилизации движения. Задача синтеза системы стабилизации движения по программной траекто-
рии и требования, которым должна удовлетворять эта система, не вытекают из классической поста-
новки задачи оптимального управления. Приведена уточненная постановка задачи оптимального
управления, которая включает дополнительное требование к оптимальной траектории, и решение
которой может быть непосредственно применено на практике в реальном объекте управления.
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Рассмотрим классическую постановку задачи
оптимального управления [1].
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(2)

(3)

(4)

(5)

где  – вектор состояния, ,  – вектор
управления,  – компактное множество,  – за-
данный вектор начального состояния,  – за-
данный вектор терминального состояния,  –
время достижения терминального состояния, как
правило, не задано, но ограничено, ,  –
заданная положительная величина,  – значение
критерия качества управления.
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В классической постановке никаких дополни-
тельных требований к управлению, кроме удовле-
творения ограничению на управление (2), не
предъявляется, поэтому управление ищется как
функция времени

(6)
Если подставить найденное управление (6) в

правую часть модели объекта (1), то полученная
система

(7)

будет иметь частное решение , которое из
начального состояния (3) достигнет терминаль-
ное состояние (4)

(8)

с оптимальным значением критерия качества (5).
Математическая модель (7) описывает дина-

мику разомкнутой системы управления, посколь-
ку функция управления (6) не зависит от вектора
состояния объекта управления. Математическая
модель используется для оценки текущего состо-
яния реального объекта управления. Любая мате-
матическая модель дает ошибку при оценке со-
стояния реального объекта. Введем определения.

Определение 1. Математическая модель объек-
та является качественно подходящей, если в рас-
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сматриваемой области пространства состояний
она описывает качественные свойства реального
объекта.

Если объект устойчив относительно некото-
рой точки в пространстве состояний, то каче-
ственно подходящая математическая модель так-
же устойчива.

Определение 2. Математическая модель объек-
та гарантированно реализуема, если на интервале

 первоначальная ошибка не возрастает со
временем

(9)

где  – вектор состояния реального объекта в
момент .

Теорема 1. Если качественно подходящая мате-
матическая модель реального объекта в области

 имеет свойство сжимающего отображе-
ния и , является неподвижной
точкой, то этого достаточно, чтобы она была ре-
ализуема в этой области.

Доказательство. Согласно определению 1, ма-
тематическая модель и реальный объект облада-
ют в области  свойством сжимающего
отображения.

Пусть

(10)
модель объекта. Пусть в какой-то момент време-
ни  из-за неучтенных в модели возмущений ре-
ального объекта состояние реального объекта

 не совпадает с состоянием, вычисленным по
модели

(11)

где  – ошибка определения состояния объекта
по его модели.

Согласно свойству сжимающего отображения

(12)

Следовательно, ошибка не возрастает во време-
ни. Так как  является неподвижной точкой
сжимающего отображения, то

(13)

где  – время достижения неподвижной точки
реальным объектом. Тогда в момент

(14)

выполняются условия

(15)
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Ошибка (11) не возрастает во времени и при
 равна нулю. Модель реализуема соглас-

но определению 2.
Причиной нереализуемости решения задачи

оптимального управления является то, что полу-
чаемая в результате решения модель разомкнутой
системы управления описывает объект управле-
ния с ошибкой, которая может расти во времени
из-за возмущений, например по начальным усло-
виям. Для обеспечения реализуцемости решения
задачи оптимального управления в классическую
постановку задачи введены некоторые уточне-
ния. Вместо соотношения (6) управление ищем в
форме

(16)

После подстановки функции управления (16) в
правые части модели (1) получаем систему

(17)
Частное решение системы (17) из начального

состояния (3) достигает терминальное состояние
(4) в момент  (8) с оптимальным значением кри-
терия качества (5).

Введем также дополнительные условия, кото-
рым должна удовлетворять оптимальная траекто-
рия, т.е. частное решения уравнения (17) из на-
чального состояния (3). Для оптимального част-
ного решения  должна существовать
окрестность, определяемая параметром ,

, такая, что, если для другого частного
решения  системы (17) из другого начально-
го состояния

(18)

в момент , , выполняются условия

(19)

то  и ,  такие, что
должно выполняться неравенство

(20)

Тогда в области, определяемой параметром ε*,
выполняются условия: , , 

. (21)

Определение 3. Задача (1)–(5), (16)–(21) назы-
вается расширенной задачей оптимального управ-
ления.

Цель формулировки расширенной постановки
задачи оптимального управления состоит в обес-
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печение возможности непосредственного приме-
нения ее решения в реальном объекте управле-
ния. Параметр  определяет область в про-
странстве, из которой объект попадает в другую,
возможно, большую область, определяемую па-
раметром , где выполняются условия сжи-
мающего отображения. Величина  указывает
на сложность решения расширенной задачи оп-
тимального управления. Если , то полу-
чаем задачу оптимального управления в класси-
ческой постановке. Если , то получаем
самый сложный случай, когда необходимо ре-
шить задачу общего синтеза управления [2] для
всего пространства состояний.

Теорема 2. Система дифференциальных уравне-
ний, частные решения которой обладают свойством
(16)–(21), при  обладают свойством сжи-
мающего отображения в области пространства со-
стояний, определяемой параметром .

Доказательство. Пусть  и  – два
частных решения дифференциального уравнения
из двух разных начальных условий .
Пусть в момент  выполняются условия

(22)

(23)

Тогда в момент 

(24)

(25)

Согласно условию (21) , что

(26)

(27)

Поэтому

(28)

Система уравнений описывает сжимающее отоб-
ражение в области, определяемой параметром

.
Рассмотрим методы решения расширенной

задачи оптимального управления. Одним из под-
ходов к решению расширенной задачи оптималь-
ного управления является решение задачи синте-
за управления. В задаче синтеза управления зада-
на модель объекта управления (1), ограничения
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на управления (2), начальные условия в виде об-
ласти пространства состояний

(29)
Заданы терминальное состояние (4) и крите-

рий качества управления (5). Необходимо найти
управление в форме функции

(30)
Если подставить найденную функцию управ-

ления (30) в модель объекта управления (1), то по-
лучим систему уравнений

(31)
любое частное решение которой из любого на-
чального условия из заданной области (29)

(32)

за конечное время  попадет в терми-
нальное состояние (4) с оптимальным значением
критерия качества (5).

В данном случае после решения задачи синте-
за управления получаем не одну оптимальную
траекторию, а множество оптимальных траекто-
рий из любого начального состояния из области
(29). В этом случае область  со свойствами сжи-
мающего отображения может оказаться малой
окрестностью терминального состояния (4). Уни-
версальных методов решения задачи синтеза
управления нет. Аналитические методы решения
задачи синтеза, метод бэкстеппинг [3] и аналити-
ческое конструирование агрегированных регуля-
торов (АКАР) [4] привязаны к виду модели объек-
та управления и направлены на обеспечения его
устойчивости по Ляпунову. В настоящее время
для решения задачи синтеза управления исполь-
зуют машинное обучение численными методами
символьной регрессии [5].

Методы символьной регрессии кодируют ма-
тематическое выражение в форме специального
кода и ищут оптимальное решение на простран-
стве кодов с помощью специального генетиче-
ского алгоритма, в котором изменены основные
операции скрещивания и мутации для работы с
соответствующим кодом символьной регрессии.
Для кодирования математического выражения
первоначально устанавливается алфавит элемен-
тов кода. В алфавит входят элементарные функ-
ции и аргументы искомого математического вы-
ражения. Каждый элемент алфавита в общем слу-
чае кодирует элементарную функцию с помощью
целочисленного вектора из двух компонент

(33)

где  – количество аргументов элементарной
функции,  – номер функции. Если , то это
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код аргумента искомого математического выра-
жения.

Код математического выражения любого ме-
тода символьной регрессии представляет собой
упорядоченное множество упорядоченных мно-
жеств кодов элементов (33) алфавита

(34)

где

(35)

Операция скрещивания кодов математиче-
ских выражений в форме (34), (35) выполняется в
соответствии с правилами кодирования, чтобы
полученные в результате скрещивания коды име-
ли правильную запись и могли быть декодирова-
ны. Например, код генетического программиро-
вания [5] в общем случае представляет собой граф
в форме дерева, на листьях которого расположе-
ны коды аргументов, которые можно в коде (33)
рассматривать как функции без аргументов,

. При скрещивании выполняется операция
обмена ветвей двух отобранных деревьев. Скре-
щивание для кодов в форме (34) означает обмен
двух подмножеств элементов кода. При этом не-
обходимо найти по первому элементу обменивае-
мой ветви дерева конечный код подмножества,
который соответствует последнему элементу этой
ветви дерева, при этом длины кодов после опера-
ции скрещивания могут измениться.

Основным недостатком выполнения опера-
ции скрещивания для кодов в форме (34) являет-
ся сильное изменение кодов полученных новых
возможных решений. Коды “потомков” часто
оказываются не похожими на коды их “родите-
лей”. В результате операция скрещивания стано-
вится операцией генерации новых кодов, при
этом не соблюдаются свойство наследования и
принцип эволюционного поиска. Поиск реше-
ния в этом случае становится прямым случайным
поиском, что не приемлемо для поиска на нечис-
ловом пространстве.

Для эффективного поиска на пространстве ко-
дов, сохранения свойства наследования и усло-
вий эволюции используется принцип малых ва-
риаций базисного решения [5, 6], согласно кото-
рому множество возможных решений кодируется
с помощью кода в форме (34) одного базисного
возможного решения и упорядоченных множеств
кодов малых вариаций этого базисного решения.

(36)

где

(37)

= =
= = =
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вектор кода малой вариации,  – количество
возможных решений,  – длина вариации.

Компоненты вектора кода малой вариации
указывают тип и место изменения кода базисного
решения. Например,  – номер подмножества в
коде (34),  – номер элемента этого подмноже-
ства,  – номер элемента в коде элементарной
функции и  – новое значение элемента,

(38)

Операция скрещивания в данном случае вы-
полняется по правилам классического генетиче-
ского алгоритма над упорядоченными множе-
ствами кодов малых вариаций. Отбираются два
“родителя”

(39)

находится случайно точка скрещивания , ..., d}
и обмениваются элементы после точки скрещи-
вания. В результате получаем два новых возмож-
ных решения – “потомка”

(40)

Задача машинного обучения всегда связана с
поиском неизвестной функции,

(41)

где  – вектор значений функции, ,
– вектор аргументов, ,  – вектор постоян-

ных параметров, , α(x, q) : ,
либо эта функция при обучении аппроксимирует
некоторый набор данных, который называется
обучающей выборкой,

(42)

где  – обучающая выборка, либо
она непосредственно используется для миними-
зации некоторого заданного функционала

(43)

 – время достижения цели.
Особенность машинного обучения состоит в

том, что при обучении не требуется точного до-
стижения минимума критерия (42) или (43)

(44)

где  – заданная положительная величина, кото-
рая определяет достижимое при обучении значе-
ние функционала.
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Для критерия (42) минимальное значение рав-
но нулю. Для критерия (43) оно может быть неиз-
вестно, тогда вместо  следует использовать
предельное значение критерия 

(45)

где .
Если в результате обучения найденная функ-

ция (41) должна приобрести некоторые свойства,
то доказательство наличия этих свойств подтвер-
ждается моделированием

(46)

где  – функция Хэвисайда,

(47)

 – условие, которое определяет наличие
свойства функции

(48)

 – количество экспериментов с выполненным
условием (48).

Переформулируем задачу синтеза управления
так, чтобы при ее решении использовать машин-
ное обучение методом символьной регрессии. За-
дана математическая модель объекта управления
(1), ограничение на управление (2). Задано мно-
жество точек начальных состояний

(49)
Задано терминальное состояние (4). Задан крите-
рий качества управления

(50)

где  – заданный весовой коэффициент,

(51)

,  – заданные положительные величины. Не-
обходимо найти управление в форме (30), чтобы
минимизировать функционал (50) для любого ко-
личества  начальных условий из заданной обла-
сти (49). Постановка задачи включает функцио-
нал, который вместе с минимизацией заданного
критерия (5) учитывает проверку свойства устой-
чивости терминального состояния. Решение за-
дачи синтеза управления обеспечивает за счет
свойства устойчивости терминального состояния

min J
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K

свойство сжимающего отображения в окрестно-
сти этого терминального состояния.

Другим подходом к решению расширенной за-
дачи оптимального управления является метод
синтезированного управления [7]. Согласно это-
му методу, первоначально независимо от вида
функционала (5) решается задача синтеза управ-
ления для обеспечения устойчивости относитель-
но некоторой точки в пространстве состояний.

В задаче задана модель (1), множество точек
начальных условий (49) в некоторой области (29)
пространства состояний

(52)
задано терминальное состояние в той же области

(53)

задан функционал качества

(54)

Необходимо найти управление в форме
(55)

чтобы минимизировать функционал (54).
На втором этапе рассматриваем модель за-

мкнутой системы управления
(56)

Для этой системы решаем задачу оптимально-
го управления с критерием качества (5).

(57)

В качестве управления используем вектор

, определяющий положение устой-
чивой точки равновесия в пространстве состоя-
ний с ограничением (55). В синтезированном
управлении в окрестности оптимальной траекто-
рии всегда существует устойчивая точка равнове-
сия, к которой стремится объект управления, по-
этому траектория движения объекта всегда нахо-
дится в области, где имеются свойства сжимающего
отображения, т.е. выполняются требования рас-
ширенной задачи оптимального управления.

В качестве примера рассмотрим задачу опти-
мального управления группой из двух мобильных
роботов с дифференциальном приводом [8]. Два
одинаковых мобильных робота должны поме-
няться местами, не столкнувшись друг с другом в
процессе движения за минимальное время. Мате-
матические модели роботов имеют следующий вид:

(58)
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⊂
0 0X X ,

∈ ∉ 
0 0* X , * X ,x x

( ) ∈
=

= − + → 0.
4 1 , , U

1
|| ( , )|| min .

K
f i

f i f i
i

J p t t
u

x x x

= − ∈( * ) U,u h x x

= − ( , ( * )).x f x h x x

= − →5 0 *
0

( , ( * ) min .
ft

J f dt
z

x h x x

= 1* ** [ ]Tnx xx

= +1 1 2 30.5( )cos( ),j j j jx u u x

= +2 1 2 30.5( )sin( ),j j j jx u u x



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 509  2023

УТОЧНЕНИЕ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 41

(60)

(61)

Схема мобильных роботов с дифференциаль-
ном приводом с указанием компонент вектора
состояний приведена на рис. 1 [8].

Для системы (58)–(61) заданы начальные
условия

(62)

Заданы терминальные состояния

(63)

где  – время достижения терминального состо-
яния роботом j не задано, но ограничено и вычис-
ляется из следующего соотношения

(64)

, , .
Задан критерий качества

(65)
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, , , , , ,
,

(67)

.
Первоначально была решена задача оптималь-

ного управления в классической постановке. Для
решения задачи был использован прямой подход,
в котором функция управления была аппрокси-
мирована кусочно-линейной функцией времени

(68)

где

(69)

, , ,  – количество
интервалов,  – временной интервал, ,
M =  =  = 14.

В каждом интервале необходимо найти по два
значения на границах интервала для каждого
управления. Итого необходимо найти (2 + 2) × (14 +
+ 1) = 4 × 15 = 60 значений параметров, q =
= . Многочисленные исследования по
сравнению градиентных алгоритмов с эволюци-
онными для решения сложных задач оптималь-
ного управления с фазовыми оганичениями по-
казали преимущество последних [9], так как фа-
зовые ограничения рассматриваемого типа
приводят к неунимодальности функционала. Для
поиска решения был использован эволюцион-
ный гибридный алгоритм [10]. В результате были
получены кусочно-линейные аппроксимации
функций управления для каждого робота, опре-
деляемые значением вектора параметров. Най-
денное значение вектора параметров приведено в
Приложении 1.

На рис. 2 представлены оптимальные траекто-
рии движения роботов на горизонтальной плос-
кости. На рисунке сплошная линия – траектория
первого робота, пунктирная линия –траектория
второго робота. Красные окружности обозначают
фазовые ограничения. Как видно из рис. 2, оба ро-
бота достигают терминального состояния и не на-
рушают фазовых ограничений. Значение функцио-
нала (65) для найденного оптимального решения
составило величину .

Далее данная задача была решена методом
синтезированного управления. Первоначально
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Рис. 1. Схема мобильного робота с дифференциаль-
ным приводом.
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решена задача синтеза управления для каждого
объекта с целью обеспечения устойчивости отно-
сительно точки в пространстве состояний. Для
этой цели сформируем множество из 27 началь-
ных состояний

(70)

где , , , ,
, , .

Задаем одно терминальное состояние

(71)
Необходимо найти функцию управления вида

(55), обеспечивающую минимум следующего
критерия

(72)

где  – время достижения терминального состоя-

ния (71) определяется из соотношения (51) с ,
,  + , .

Для решения задачи использован метод сете-
вого оператора [5], который нашел следующую
функцию управления:

(73)

где
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(75)
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На втором этапе решаем задачу оптимального

управления, в которой необходимо найти кусоч-
но-постоянную функцию времени

(76)

где , , ,  – число ин-
тервалов времени, , M =  =
=  = 7. Всего необходимо найти вектор из

 параметров для оптимизации функцио-
нала
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Рис. 2. Оптимальные траектории движения роботов
по горизонтальной плоскости.
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(77)

Для решения задачи был использован тот же
гибридный эволюционный алгоритм [10].

На рис. 3 приведены оптимальные траектории
движения мобильных роботов на плоскости для
найденного оптимального управления. Значение
функционала для полученного решения равно

. Значения найденных оптимальных
параметров приведены в приложении 2. На рис. 3
в виде малых квадратов приведены проекции на
плоскость  найденных оптимальных значе-
ний векторов управлений, черные квадраты –
проекции точек стабилизации первого робота

 = , белые квадраты – про-

екции точек стабилизации второго робота  =

, .
Для сравнения полученных результатов на-

чальные состояния объектов управления были
подвергнуты случайным возмущениям. Во всех
испытаниях траектории, полученные синтезиро-
ванным управлением, сохраняли характер движе-
ния. Значение функционала при возмущениях
синтезированного управления не сильно отлича-
лось от оптимального. Те же возмущения при
прямом управлении существенно меняли харак-
тер движения и увеличивали значение функцио-
нала.

На рис. 4 и 5 приведены возмущенные траек-
тории движения для прямого и синтезированного
управлений для одних и тех же начальных усло-
вий

На рис. 4, 5 приведены синим цветом для срав-
нения также оптимальные невозмущенные тра-
ектории. Как видно из результатов эксперимента,
возмущенные траектории прямого управления
имеют существенную ошибку достижения терми-
нальных состояний. Значение функционала для
возмущенного решения для прямого управления
составило , т.е. увеличилось более, чем
на 170%. Возмущенные траектории для синтези-
рованного управления незначительно отличают-
ся от оптимальных. Для первого робота возму-
щенная и оптимальная траектории практически
совпали. Значение функционала для возмущен-
ного решения для синтезированного управления
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Рис. 3. Оптимальные траектории для синтезирован-
ного управления.
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Рис. 4. Возмущенные и оптимальные траектории для
прямого управления.
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Рис. 5. Возмущенные и оптимальные траектории для
синтезированного управления.
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составило , т.е. увеличилось на 40%, по-
видимому, из-за нарушений динамических фазо-
вых ограничений (67).

В результате решения расширенной задачи
оптимального управления была найдена функ-
ция управления в форме (16), которая является
кусочно-постоянной функцией времени и зави-
сит от координат вектора пространства состоя-
ний. Найденная функция управления на каждом
определенном временном интервале обеспечи-
вает для модели замкнутой системы управления

наличие устойчивой точки равновесия в про-
странстве состояний, что приводит к выполне-
нию условий (20), (21), наличию окрестности у
оптимального решения со свойствами сжимаю-
щего отображения. Экспериментально подтвер-
ждено, что найденное решение расширенной за-
дачи оптимального управления существенно ме-
нее чувствительно к возмущениям модели, чем
прямое решение классической задачи оптималь-
ного управления.

Приложение 1
Оптимальные значения параметров для прямого метода

Приложение 2

Оптимальные значения параметров
для синтезированного управления
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REFINEMENT OF OPTIMAL CONTROL PROBLEM FOR PRACTICAL 
IMPLEMENTATION OF ITS SOLUTION

A. I. Diveeva

a Federal Research Center “Computer Science and Control” of the Russian Academy of Sciences,
Moscow, Russian Federation

Presented by Academician of the RAS I.A. Sokolov

The solution of the optimal control problem in the classical formulation is control in the form of a function
of time. The implementation of such a solution leads to an open control system and therefore cannot be ap-
plied directly in practice. It is believed that solving the classical optimal control problem leads to an optimal
control program and program trajectory in state space. To implement the movement of the control object
along the program trajectory, it is necessary to build an additional movement stabilization system. The prob-
lem of synthesizing a system for stabilizing movement along a program trajectory and the requirements that
this system should meet do not arise from the classical setting of the optimal control problem. An updated
statement of the optimal control problem is given, which includes an additional requirement for an optimal
trajectory, and the solution of which can be directly applied in practice in a real control object.

Keywords: optimal control, control synthesis, contracting mapping
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