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Обнаружение достаточного количества тензор-
ных инвариантов (и не только первых интегралов),
как известно [1–3], позволяет проинтегрировать
систему дифференциальных уравнений. Напри-
мер, наличие инвариантной дифференциальной
формы фазового объема позволяет уменьшить
количество требуемых первых интегралов. Как
известно, для консервативных систем этот факт
естественен. Для систем же, обладающих притя-
гивающими или отталкивающими предельными
множествами, не только некоторые первые инте-
гралы, но и коэффициенты имеющихся инвари-
антных дифференциальных форм должны, вооб-
ще говоря, включать трансцендентные (т.е. имею-
щие существенно особые точки, в смысле
комплексного анализа) функции (см. также [4–6]).

Кратко приведем примеры часто встречаю-
щихся тензорных инвариантов. Скалярные инва-
рианты – это первые интегралы рассматриваемой
системы. Инвариантные векторные поля – поля
симметрий (они коммутируют с векторным по-
лем рассматриваемой системы). Фазовые потоки
систем дифференциальных уравнений, порожда-
емых этими полями, переводят решения рассмат-
риваемой системы в решения той же системы.
Инвариантные внешние дифференциальные

формы (что, в основном, и проведено в данной
работе) порождают интегральные инварианты
рассматриваемой системы. При этом само век-
торное поле рассматриваемой системы является
одним из инвариантов (тривиальный инвариант).
Знание тензорных инвариантов рассматриваемой
системы дифференциальных уравнений и ее ин-
тегрирование, и качественное исследование.
Наш подход состоит в том, что для точного инте-
грирования автономной системы из n дифферен-
циальных уравнений, помимо упомянутого три-
виального инварианта, надо знать еще n − 1 неза-
висимых тензорных инвариантов.

Как показано ранее, задача о движении пяти-
мерного маятника на обобщенном сферическом
шарнире в неконсервативном поле сил, который
можно образно описать как “поток набегающей
среды, заполняющей всеобъемлющее пятимер-
ное пространство”, эта задача приводит к дина-
мической системе на касательном расслоении к
четырехмерной сфере, при этом метрика специ-
ального вида на ней индуцирована дополнитель-
ными группами симметрий [7]. Динамические
системы, описывающие движение такого маят-
ника, обладают знакопеременной диссипацией,
полный список первых интегралов состоит из
трансцендентных функций, выражающихся че-
рез конечную комбинацию элементарных функ-
ций. То же фазовое пространство естественно
возникает в задаче о движении точки по четырех-
мерной сфере с индуцированной метрикой все-
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объемлющего пятимерного пространства. Отме-
тим также задачи о движении точки по более об-
щим четырехмерным поверхностям вращения, в
пространстве Лобачевского и т.д.

Впервые частные случаи систем с четырьмя
степенями свободы с неконсервативным полем
сил рассматривались в [5]. Настоящее исследова-
ние распространяет результаты этих работ на бо-
лее широкий класс динамических систем.

В данной работе для рассматриваемого класса
динамических систем предъявлены полные набо-
ры инвариантных дифференциальных форм фа-
зового объема для однородных систем на каса-
тельных расслоениях к гладким четырехмерным
многообразиям (об аналогичных исследованиях
для систем меньшей размерности см. [6]). Пока-
зана связь наличия данных инвариантов и пол-
ным набором первых интегралов, необходимых
для интегрирования геодезических, потенциаль-
ных и диссипативных систем. При этом вводи-
мые силовые поля вносят в рассматриваемые си-
стемы диссипацию разного знака и обобщают ра-
нее рассмотренные.

Сначала изучается задача геодезических,
включающая, в частности, геодезические на сфе-
ре и других поверхностях вращения, четырехмер-
ного пространства Лобачевского. Указываются
достаточные условия интегрируемости уравне-
ний геодезических. Затем в системы добавляется
потенциальное поле сил специального вида, так-
же указываются достаточные условия интегриру-
емости рассматриваемых уравнений, на классах
задач, аналогичных рассмотренным ранее. И в за-
ключение рассматривается усложнение задачи,
возникающее в результате добавления неконсер-
вативного поля сил со знакопеременной дисси-
пацией. Также указываются достаточные условия
интегрируемости.

1. Инварианты уравнений геодезических. Рас-
смотрим гладкое четырехмерное риманово мно-
гообразие M4{α, β} с координатами (α, β), β = (β1,
β2, β3), римановой метрикой gij(α, β), порождаю-

щей аффинную связность (α, β), и изучим
структуру уравнений геодезических линий на ка-
сательном расслоении TM4 ; 
(ср. с [5, 8]) при изменении координат на нем.
Для этого рассмотрим далее общий случай зада-
ния новых кинематических соотношений в сле-
дующем виде:

(1)

где , k = 1, …, 4, , l = 1, 2,  – гладкие
функции, не равные тождественно нулю. Такие
координаты z1, …, z4 в касательном пространстве
уместно вводить тогда, когда рассматриваются

Γi
jk
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следующие уравнения геодезических (ср. с [5, 7, 9,
10]) с 13 ненулевыми коэффициентами связности:

(2)

т.е. остальные коэффициенты связности равны
нулю. В случае (1) необходимые соотношения,
их дополняющие на касательном расслоении
TM4 ; , примут вид

(3)

, и уравнения (2) геодезических по-

чти всюду эквивалентны составной системе (1), (3)
на многообразии TM4 ; .

Отметим ряд задач, приводящих к уравнени-
ям (2) (к системе (1), (3)).
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(а) Системы на касательном расслоении к че-
тырехмерной сфере. Здесь необходимо выделить
два случая метрик на сфере. Один случай – мет-
рика, индуцированная евклидовой метрикой все-
объемлющего пятимерного пространства. Такая
метрика естественна для изучения задачи о дви-
жении точки по такой сфере. Второй случай –
приведенная метрика, индуцированная группами
симметрий, характерных для динамики динами-
чески симметричного пятимерного твердого тела.

(б) Системы на касательных расслоениях более
общих четырехмерных поверхностей вращения.

(в) Системы на касательном расслоении четы-
рехмерного пространства Лобачевского в модели
Клейна.

Для полного интегрирования системы (1), (3)
достаточно знать, вообще говоря, пять независи-
мых тензорных инвариантов: или пять первых
интегралов, или пять независимых дифференци-
альных форм, или какую-то комбинацию из ин-
тегралов и форм общим количеством пять. При
этом, конечно, инварианты (в частности, для
уравнений геодезических) можно искать и в более
общем виде, чем рассмотрено далее. То, что пол-
ный набор состоит из пяти, а не из семи, тензор-
ных инвариантов, будет показано ниже.

Как известно, первым интегралом уравнений
геодезических (2), переписанных в виде  +

+  = 0, i = 1, …, 4, является гладкая

функция , но мы представим его в

более простой форме. Кроме того, в следующей
теореме (которая справедлива и при более общих
условиях) накладываются алгебраические и диф-
ференциальные соотношения на функции ,
k = 1, …, 4, , l = 1, 2,  из (1) и на 13 нену-
левых коэффициентов связности.

Теорема 1. Если выполнены условия

(4)

(5)

(6)

••ix

=
Γ

4
• •

, 1
( )i j k

jk
j k

x x x

=


4
• •

, 1
( ) j k

jk
j k

g x x x

α( )kf
β1( )lg β2( )h

α ≡ α ≡ α = α
β ≡ β = β

1 2 3

1 1 2 1 1

( ) ( ) ( ) ( ),
( ) ( ) ( ),

f f f f
g g g

α α αΓ α β ≡ Γ α β ≡ Γ α β = Γ α
Γ α β ≡ Γ α β = Γ β Γ α β = Γ β

1 2 3
1 2 3 1

2 3 3
12 13 2 1 23 3 2

( , ) ( , ) ( , ) ( ),

( , ) ( , ) ( ), ( , ) ( ),

[ ]

α α

α

α
αα

Γ α β ≡ Γ α β β ≡

≡ Γ α β β β = Γ α
Γ β ≡ β Γ β β
Γ α β + α ≡

α Γ α + α + α Γ α ≡
Γ β + β + β Γ β ≡
Γ β + β + β Γ β ≡

2
11 22 1

2 2
33 1 2 4

1 2 1
22 1 2 33 1 2

4
2 2

4 1 4
2 1

2 1 1 1 22 1
2 2

3 2 2 2 33 2

( , ) ( , ) ( )

( , ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( , ),

( , ) ( ) 0,

( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) 0,

2 ( ) ( ) ( ) ( ) 0,

2 ( ) ( ) ( ) ( ) 0,

g

g h

h

Df

f Df f

Dg g

Dh h











то система (1), (3) обладает полным набором, со-
стоящим из пяти первых интегралов вида

(7)

(8)

(9)

(9-1)

(10)

Более того, после некоторого ее приведения (за-
мен независимой переменной  и фа-

зовых ,  = ,  = ,  =

= , s = 1, 2, ,  =

= ) фазовый поток системы (1), (3) со-
храняет объем на касательном расслоении TM4,
т.е. сохраняется дифференциальная форма фазово-
го объема

Видно, что условий (4)–(6) заведомо меньше,
чем количество “произвольных” функций ,
k = 1, …, 4, , l = 1, 2,  и 13, вообще говоря,
ненулевых коэффициентов связности.

Система дифференциальных равенств из (6)
может трактоваться как возможность преобразо-
вания квадратичной формы метрики многообра-
зия к каноническому виду с законом сохранения
энергии (7) (или см. ниже (12)) в зависимости от
рассматриваемой задачи. История и текущее со-
стояние рассмотрения данной более общей про-
блемы достаточно обширны (отметим лишь рабо-
ты [9, 10]). При этом поиск как интеграла (7), так
и (8)–(10) опирается на наличие в системе допол-
нительных групп симметрий [5, 11].

Примеры 1, 2. В случае обобщенных сферических
координат, когда метрика на четырехмерной сфере
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индуцирована евклидовой метрикой всеобъемлю-
щего пятимерного пространства ( ), или ко-
гда метрика на четырехмерной сфере индуцирована
метрикой специального силового поля при нали-
чии некоторой группы симметрий ( )
(задачи класса (а)), однопараметрическая систе-
ма, почти всюду эквивалентная уравнениям гео-
дезических и имеющая первые интегралы (7)–
(10), примет следующий вид:

Пример 3. В случае четырехмерного простран-
ства Лобачевского в модели Клейна (задачи клас-
са (в)), четырехпараметрическая система, почти
всюду эквивалентная уравнениям геодезических

и имеющая первые интегралы (7)–(10), примет
следующий вид:

α ≡( ) 1k

α ≡ α( ) cosk

αα = − = − + +
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2. Инварианты потенциальных систем. Не-
сколько модифицируем систему (1), (3), вводя в
нее консервативное гладкое силовое поле с адди-
тивными компонентами , ,  с по-
тенциалом (12), см. далее. В проекциях на оси ,
k = 1, …, 4, силовое поле будет иметь следующие
комбинированные компоненты, соответственно:

, , ,
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и она почти всюду эквивалентна следующей си-
стеме:

на касательном расслоении TM4 ;
.

Теорема 2. Если выполнены условия (4)–(6), то
система (11) обладает полным набором, состоящим
из пяти первых интегралов вида:

(12)

а также при , k = 1, 2, 3, – первых ин-
тегралов (8)–(10).

Более того, после некоторого ее приведения (за-
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зовых ,  = ,  = ,  =

= , s = 1, 2, ,  =

= ) фазовый поток системы (11) сохра-
няет объем на касательном расслоении TM4, т.е.
сохраняется дифференциальная форма фазового
объема
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, k = 1, 2, 3, вводя в нее гладкое сило-
вое поле с диссипацией. Ее наличие (вообще го-
воря, знакопеременной) характеризует не только
коэффициент , , в первом уравнении
системы (13) (в отличие от системы (11)), но и сле-
дующая зависимость (внешнего) силового поля в
проекциях на оси , k = 1, …, 4, соответственно:

, , , . Рас-
сматриваемая система на касательном расслое-
нии TM4 ;  примет вид
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ШАМОЛИН

Для полного интегрирования системы необхо-
димо знать, вообще говоря, семь независимых
тензорных инвариантов. Однако после следую-
щей замены переменных , w3 =

= , , , система (13)

распадается следующим образом:

(14)

(15)

(15-1)

(16)

Видно, что для полной интегрируемости систе-
мы (14)–(16) достаточно указать два независимых
тензорных инварианты системы (14), по одному –
для систем (15) и (15-1) (меняя в них независимые
переменные), и дополнительный тензорный инва-
риант, “привязывающий” уравнение (16) (т.е.
всего пять).

Будем также предполагать, что для некоторого
 выполнено равенство

(17)

а для некоторых ,  выполнены равенства

(18)

Здесь , т.е.  =
=  = λ1. Условие (17) назовем “геометриче-
ским”, а условия из группы (18) – “энергетиче-
скими”.
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Условие (17) названо геометрическим, в том
числе потому, что накладывает условие на приве-
денный коэффициент связности , приводя
соответствующие коэффициенты системы к од-
нородному виду относительно функции .
Условия же группы (18) названы энергетически-
ми, в том числе, потому, что силы становятся, в
некотором смысле, “потенциальными” по отно-
шению к функциям  и , приводя соот-
ветствующие коэффициенты системы к однород-
ному виду (опять же относительно функции

). При этом сама функция  и вводит в си-
стему диссипацию разных знаков.

Теорема 3. Пусть выполняются условия (17) и
(18) на внешнее силовое поле. Тогда система (14)–
(16) обладает пятью независимыми, вообще говоря,
трансцендентными [12, 13] первыми интегралами.

В общем случае первые интегралы выписыва-
ются громоздко (поскольку приходится интегри-
ровать уравнение Абеля [12]). В частности, если

, , явный вид ключевого первого ин-
теграла таков:

(19)

При этом дополнительный первый интеграл
для системы (14) имеет следующий структурный
вид:

(20)

Первые интегралы для систем (15) и (15-1) бу-
дут иметь вид

(21)

о функциях , s = 1, 2, см. (9), (9-1). А допол-
нительный первый интеграл, “привязывающий”
уравнение (16), находится по аналогии с (10):

(22)

где, после взятия интеграла (22), вместо постоян-
ных C3, C4 можно подставить левые части первых
интегралов (9), (9-1) соответственно.

Выражение функций (19), (20) через конечную
комбинацию элементарных функций зависит и
от явного вида функции . Так, например, при
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,  дополнительный первый интеграл
системы (14) найдется из дифференциального со-
отношения

Правая часть данного соотношения выражается че-
рез конечную комбинацию элементарных функ-
ций, а левая – в зависимости от функции .

Теорема 4. Если для систем вида (14)–(16) вы-
полняются геометрическое и энергетические свой-
ства (17), (18), то у нее также существуют функ-
ционально независимые между собой следующие
пять инвариантных дифференциальных форм с
трансцендентными (в смысле комплексного анали-
за) коэффициентами:

 (после замены неза-

висимых переменных в системах (15), (15-1));

но зависимые с первыми интегралами (19)–(22).
Для полной интегрируемости системы (14)–(16)

можно использовать или пять первых интегралов,
или пять независимых дифференциальных форм,
или какую-то комбинацию (только независимых
элементов) из интегралов и форм общим количе-
ством пять.

О строении первых интегралов для рассматри-
ваемых систем с диссипацией см. также [5, 14].
Заметим, что для систем с диссипацией транс-
цендентность функций (в смысле комплексного
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анализа – наличия существенно особых точек по-
сле продолжения функций) как тензорных инва-
риантов наследуется из нахождения в системе
притягивающих или отталкивающих (асимптоти-
ческих) предельных множеств [13].

В заключение можно сослаться на многочис-
ленные приложения [14], касающиеся интегри-
рования систем с диссипацией, на касательном
расслоении к четырехмерной сфере, а также бо-
лее общих систем на расслоении четырехмерных
поверхностей вращения и пространства Лобачев-
ского (см. также [14–16]). При этом из всего ко-
лоссального множества работ по геометрическим
и топологическим аспектам, связанным с рас-
сматриваемым интегрированием систем, выде-
лим также работы [17, 18].
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INVARIANT VOLUME FORMS OF GEODESIC, POTENTIAL,
AND DISSIPATIVE SYSTEMS ON A TANGENT BUNDLE 

OF A FOUR-DIMENSIONAL MANIFOLD
M. V. Shamolinа

а Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS V.V. Kozlov

Complete set of invariant differential forms of phase volume for homogeneous dynamical systems on tangent
bundles to smooth four-dimensional manifolds are presented in this paper. The connection between the pres-
ence of these invariants and the complete set of the first integrals which are necessary for the integration of
geodesic, potential and dissipative systems is shown. At the same time, the introduced force fields make the
considered systems dissipative with dissipation of different signs and generalize the previously considered
ones.

Keywords: dynamical system, integrability, dissipation, transcendental first integral, invariant differential
form
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