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Устанавливается, что если  – полиадические числа Лиувилля, а число  – натуральное или

Ξ – полиадическое число Лиувилля и если Ψ0(z) = , Ψ1(z) = ,

то существует бесконечное множество простых чисел p таких, что в поле p – адических чисел хотя
бы одно из чисел   (соответственно,   – трансцендентное.
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Рассмотрим формальные обобщенные гипер-
геометрические ряды

где символ Похгаммера (γ)n определяется равен-
ствами   при 
Имеет место очевидное формальное тождество

(1)

из которого следует, что если все числа 
 и число  – алгебраические и если ряды

  – сходятся, то либо оба числа 
 являются алгебраическими, либо оба они 

трансцендентные числа. Если же число 

является трансцендентным и  то из соот-
ношения (1) следует, что хотя бы одно из чисел

  – трансцендентное. Эти замечания
относятся как к случаю поля комплексных чисел,
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так и к любому алгебраическому расширению
любого поля p – адических чисел. Таким образом,
если в поле p – адических чисел удастся доказать,
что  то из соотношения (1) следует, что
хотя бы одно из чисел   – трансцен-
дентное p – адическое число.

В работе рассматриваются ряды

(2)

и с использованием результатов из [1] устанавли-
вается, что если  – полиадические числа
Лиувилля, а число  – натуральное или  – по-
лиадическое число, то существует бесконечное
множество простых чисел p таких, что в поле p –
адических чисел хотя бы одно из чисел 

 (соответственно,   – транс-
цендентное.

Следует отметить, что исследование арифме-
тической природы значений гипергеометриче-
ских рядов в комплексной области является клас-
сической задачей и в этом направлении получено
большое количество результатов (см., например,
[2–8]). Однако в p – адических областях ситуация
иная. Ранее удавалось лишь доказать бесконечную
трансцендентность или бесконечную линейную не-
зависимость значений таких рядов (см. [9–14]).
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Бесконечная трансцендентность ряда означала,
что для любого ненулевого многочлена P(x) с це-
лыми коэффициентами существует бесконечное
множество простых чисел p таких, что при под-
становке в этот многочлен значения рассматри-
ваемого ряда в поле p – адических чисел, полу-
чится отличное от нуля p – адическое число. Это
не означает даже иррациональности значения
этого ряда в конкретном поле p – адических чи-
сел. Так что доказываемые ниже теоремы, по-ви-
димому, представляют собой первый результат о
трансцендентности значений обобщенных ги-
пергеометрических рядов в поле p – адических
чисел.

Перейдем к точным формулировкам. Резуль-
тат является следствием теорем, доказанных в [1]
с использованием аппроксимаций Эрмита-Паде
из работы [15], поэтому напомним использован-
ные обозначения и основные определения.

Кольцом целых полиадических чисел называет-
ся прямое произведение колец целых p – адических
чисел по всем простым числам p. Каноническое
представление элемента  кольца целых полиади-

ческих чисел имеет вид ряда θ = ,

. Этот ряд сходится по всех полях p –
адических чисел. Поэтому его можно рассматри-
вать как бесконечномерный вектор, координаты
которого в соответствующем кольце целых p –
адических чисел обозначаем  Основы теории
полиадических чисел изложены в [16].

Будем обозначать символом  степень, в
которой простое число p входит в разложение ра-
ционального числа a на простые множители и по-
лагаем .

Будем называть полиадическое число  полиа-
дическим числом Лиувилля ( или лиувиллевым по-
лиадическим числом), если для любых чисел  и

существует натуральное число  такое, что для
всех простых чисел p, удовлетворяющих неравен-
ству , выполнено неравенство .
Полиадическое число Лиувилля является транс-
цендентным элементом любого поля p – адиче-
ских чисел .

Пусть  – произвольное натуральное число.
Положим . Пусть  – произволь-
ное натуральное число, удовлетворяющее усло-
вию: для любого простого числа  вы-
полняется неравенство  и пусть

.

При  пусть  – произвольное нату-
ральное число, удовлетворяющее условию: для
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любого простого числа  выполняется
неравенство

(3)

и пусть

(4)

Пусть  – натуральные числа. Пусть
для любых  , числа  – неотрица-
тельные целые и удовлетворяют неравенству

(5)

Пусть , . Если при некото-

ром k для всех  выполняются равенства
, то  – натуральное число. В любом дру-

гом случае этот ряд представляет собой полиади-
ческое число Лиувилля и пусть хотя бы одно из
чисел  является полиадическим чис-
лом Лиувилля.

Пусть M – натуральное число. Рассмотрим
приведенную систему вычетов по  Как
обычно, число элементов этой системы обознача-
ется , где  функция Эйлера. Пусть
произвольным образом выбраны  различных
элементов , …,  этой приведенной системы
вычетов. Будем обозначать  множества
натуральных значений, принимаемых прогресси-
ями  + , . Используя стандартное обо-
значение P для множества простых чисел, будем
обозначать  множество простых чисел,
входящих в объединение множеств .
Пусть .

Теорема 1. Пусть  – натуральные числа.
Пусть  > . Тогда для любого нату-
рального числа ξ существует бесконечное множе-
ство простых чисел p из множества 
таких, что в поле  хотя бы одно из чисел 

 – трансцендентное.

Пусть натуральные числа  удовлетворяют
при любом k неравенству .

Пусть Ξ = .

Теорема 2. Пусть  – натуральные числа.
Пусть  > . Тогда существует бес-
конечное множество простых чисел  из множе-
ства  таких, что в поле  хотя бы одно
из чисел   – трансцендентное.
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Доказательства обеих теорем практически
одинаковы. В работе [1] рассмотрены ряды

В обозначениях (2) настоящей работы имеем:
, . Равенство (1) при-

нимает вид

Приведем формулировку теоремы 1 из [1]:
Пусть  – натуральные числа. Пусть  >
> . Тогда для любых целых чисел  не
равных нулю одновременно и любого натурального
числа  существует бесконечное множество про-
стых чисел p из множества  таких, что
в поле  выполняется неравенство

(Теорема 2 из [1] вполне аналогична; она отно-
сится к случаю точки Ξ.)

Из теорем 1 и 2 работы [1] следует, что как для
точки  так и для точки Ξ существует бесконеч-
ное множество простых чисел p таких, что в поле

 выполнено неравенство  (соответ-
ственно, ). Действительно, достаточно
рассмотреть линейную форму (соот-
ветственно, ) и применить вышеупо-
мянутые теоремы.

Согласно сделанным выше замечаниям, оста-
лось только доказать, что число  (соот-
ветственно, ) является полиадическим
числом Лиувилля. Для этого рассмотрим нату-
ральные числа

(6)

Пусть . Тогда

Поскольку все числа    – це-
лые p – адические,

(7)
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Для заданных чисел n, P выберем число K0 так,
чтобы при выполнялись неравенства

(8)

Тогда для любого простого числа p с условием
 согласно (3) имеем:

(9)

В свою очередь, из (4), (5), (6) следует, что

Поэтому

(10)

Из (7)–(10) следует доказываемое неравенство

Рассуждения для числа  вполне анало-
гичны.

В заключение еще раз заметим, что проверка
неравенства  (соответственно, )
для конкретного простого числа p позволяет
утверждать, что хотя бы одно из чисел 

 (соответственно,   – транс-
цендентное p – адическое. Целью работы было
доказательство того, что таких простых чисел бес-
конечное множество.
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TRANSCENDENCE OF p-ADIC VALUES OF GENERALIZED 
HYPERGEOMETRIC SERIES WITH TRANSCENDENTAL

POLYADIC PARAMETERS
V. G. Chirskiia

a Faculty of Mechanics and Mathematics, Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia
Presented by Academician of the RAS A.L. Semenov

It is established that if  are polyadic Liouville numbers, and the number  is a positive integer or Ξ

is a polyadic Liouville number and if  ,

then there are infinitely many primes p such that the at least one of the p-adic integers   (re-
spectively,   is transcendental.

Keywords: polyadic Liouville numbers, transcendental p-adic numbers
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