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Приведены результаты расчета газодинамических ударных волн, возникающих при решении задачи
Коши с гладкими периодическими начальными данными, по трем вариантам DG (Discontinuous
Galerkin) метода, в котором решение ищется в виде кусочно-линейной разрывной функции. Пока-
зано, что DG методы, для монотонизации которых используется ограничитель Кокбурна, имеют
приблизительно одинаковую точность в областях влияния ударных волн, в то время как немонотон-
ный DG метод, в котором этот ограничитель не применяется, имеет в этих областях существенно
более высокую точность, что позволяет использовать его в качестве базисного метода при построе-
нии комбинированной схемы, которая монотонно локализует фронты ударных волн и сохраняет
повышенную точность в областях их влияния.
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1. Поскольку в классической работе [1] было
показано, что среди двухслойных по времени ли-
нейных численных схем нет монотонных схем
повышенного порядка аппроксимации, то разви-
тие теории схем сквозного счета для квазилиней-
ных гиперболических систем законов сохранения
в значительной степени было направлено на раз-
работку численных схем, в которых повышенный
порядок аппроксимации на гладких решениях и
монотонность достигались за счет нелинейной
коррекции потоков, приводящей к нелинейности
этих схем при аппроксимации линейных гипер-
болических систем. Следующие работы лежат в
основе целых классов NFC (Nonlinear Flux Cor-
rection) схем: MUSCL [2], TVD [3], WENO [4], DG
[5], CABARET [6]. К NFC схемам относятся так-
же гибридные схемы [7], в которых численное ре-

шение монотонизируется с помощью специаль-
ного численного алгоритма в окрестностях боль-
ших градиентов точного решения. Различные
методы построения NFC схем и результаты их
применения при решении прикладных задач при-
водятся в [8–13]. Основное достоинство этих схем
заключается в том, что они с высокой точностью
локализуют ударные волны при отсутствии суще-
ственных нефизических осцилляций.

В [14] для исследования точности численных
схем сквозного счета, аппроксимирующих систе-
му законов сохранения теории мелкой воды [15],
была предложена специальная задача Коши с
гладкими периодическими начальными данны-
ми, в которых один инвариант аппроксимируе-
мой системы является постоянным, а другой ин-
вариант представляет собой синусоидальную
функцию пространственной координаты; для
этой задачи будем использовать аббревиатуру
PCPW (Periodic Cauchy Problem for shallow Water).
В точном решении задачи PCPW в некоторый мо-
мент времени формируется последовательность
изолированных ударных волн, которые распро-
страняются друг за другом с одинаковыми скоро-
стями, в силу чего расстояние между соседними
ударными волнами остается постоянным и рав-
ным длине периода. Выбор такой тестовой задачи
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был обусловлен тем, чтобы на первом этапе изу-
чения сходимости схем сквозного счета избежать
проблем, связанных с сохранением повышенной
точности этих схем при взаимодействии ударных
волн, а также при аппроксимации разрывных на-
чальных и граничных условий.

В [14, 16–21] приводятся результаты числен-
ного решения задачи PCPW по различным схе-
мам сквозного счета и изучается сходимость этих
схем в негативной интегральной норме на интер-
валах, одна или обе границы которых находятся в
областях влияния ударных волн; для такой сходи-
мости будем использовать аббревиатуру NINSID
(Negative Integral Norm Shock Influence Domain).
Показано, что при расчете задачи PCPW по NFC
схемам повышенной точности эти схемы, незави-
симо от порядка аппроксимации на гладких ре-
шениях, имеют лишь первый порядок NINSID
сходимости, что приводит к соответствующему
снижению точности NFC схем в областях влия-
ния ударных волн.

2. Схемы, которые не относятся к классу NFC
и являются линейными при аппроксимации ли-
нейного приближения квазилинейной гипербо-
лической системы, будем называть QL (Quasi-
Linear) схемами. В [14, 17–19] показано, что неко-
торые QL схемы повышенного порядка аппрок-
симации, в частности, схемы Русанова из [22],
CWA (Compact Weak Approximation) из [23] и DG1
из [5], при численном решении задачи PCPW
имеют второй порядок NINSID сходимости, и,
как следствие, в отличие от NFC схем, сохраняют
повышенную точность в областях влияния удар-
ных волн, несмотря на заметные схемные осцил-
ляции на их фронтах. В обзорной работе [24] для
таких QL схем введена специальная аббревиатура
HASIA (High Accuracy Shock Influence Area) схе-
мы. Обусловлено это тем, что при расчете задачи
PCPW некоторые QL схемы повышенного поряд-
ка аппроксимации, в частности, схема Лакса-
Вендроффа [25], а также QL схемы, получаемые
при единичных весовых параметрах из схем
WENO3 и WENO5 [4], подобно NFC схемам,
имеют первый порядок NINSID сходимости, в
силу чего теряют повышенную точность в обла-
стях влияния ударных волн.

Существование HASIA схем предопределило
возможность построения для системы уравнений
мелкой воды комбинированных схем сквозного
счета [17–19, 24], которые монотонно локализуют
фронты ударных волн и одновременно сохраняют
повышенную точность в областях их влияния. В
комбинированной схеме применяется базисная
немонотонная HASIA схема, по которой разност-
ное решение строится во всей расчетной области.
В окрестностях больших градиентов, где это ре-
шение имеет нефизические осцилляции, оно
корректируется путем численного решения внут-

ренних начально-краевых задач по одной из NFC
схем. Причем внутренняя NFC схема (в отличие
от случая гибридных схем [7]) не влияет на реше-
ние, получаемое по базисной схеме, что позволя-
ет комбинированной схеме сохранять повышен-
ную точность в областях влияния ударных волн.

При построении первых комбинированных
схем [17, 18] в качестве базисных HASIA схем при-
менялись CWA схема [23] и схема Русанова [22], а в
качестве внутренней NFC схемы – монотонная мо-
дификация схемы CABARET [6]. В дальнейшем
были разработаны согласованные комбиниро-
ванные схемы, в которых базисная HASIA схема и
внутренняя NFC схема являются однотипными, в
частности, DG схемами [5]. Предложенная в [19]
комбинированная DG схема, для которой введе-
на аббревиатура CDG (Combined Discontinuous
Galerkin), построена на основе метода Галеркина,
в котором численное решение ищется в виде ку-
сочно-линейной разрывной функции; в качестве
базисной схемы DG1 применяется алгоритм это-
го метода без ограничителя Кокбурна [5], а в ка-
честве внутренней схемы DG1A1 используется
алгоритм этого метода с ограничителем Кокбур-
на, в котором параметр монотонизации A = 1.

3. В настоящей работе изучается точность раз-
рывного метода Галеркина при численном моде-
лировании разрывных решений системы законов
сохранения неизоэнтропической газовой дина-
мики [8], которая, в отличие от системы уравне-
ний теории мелкой воды, имеет вырожденное ха-
рактеристическое поле, приводящее к формиро-
ванию контактных разрывов, и в общем случае не
допускает записи в форме инвариантов. Прове-
ден сравнительный анализ точности HASIA схе-
мы DG1 с двумя NFC схемами DG1A1 и DG1A2
(алгоритмы этих схем приведены в [19]) при рас-
чете специальной задачи Коши с гладкими пери-
одическими начальными данными. При решении
этой задачи (так же, как при решении задачи
PCPW) внутри расчетной области формируется
последовательность изолированных ударных
волн, распространяющихся с постоянными ско-
ростями на одинаковом расстоянии друг от друга.
Для такой газодинамической задачи Коши будем
использовать аббревиатуру PCPG (Periodic Cau-
chy Problem for Gas dynamics).

Численные расчеты показали, что при расчете
задачи PCPG в гладких частях точного решения
вне областей влияния ударных волн схема DG1A1
(в которой схемная вязкость больше, чем в схеме
DG1A2) является существенно менее точной, чем
схемы DG1 и DG1A2. В то же время внутри обла-
стей влияния ударных волн точность NFC схем
DG1A1 и DG1A2 становится сравнимой и суще-
ственно более низкой, чем точность HASIA схе-
мы DG1, имеющей заметные нефизические ос-
цилляции за фронтами ударных волн. Это служит
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основанием для эффективного применения при
расчете задачи PCPG комбинированной схемы
CDG.

4. Рассмотрим квазилинейную гиперболиче-
скую систему законов сохранения [8]

(1)

где  – искомая, а f(u) – заданная гладкие
вектор-функции. Поставим для системы (1) зада-
чу Коши с гладкими периодическими начальны-
ми данными

(2)

Предположим, что задача (1), (2) при t > 0 имеет
единственное ограниченное обобщенное реше-
ние , в котором с течением времени форми-
руется последовательность изолированных удар-
ных волн.

Численные схемы разрывного метода Галер-
кина, аппроксимирующие задачу (1), (2), будем
строить на равномерной прямоугольной сетке

(3)

где  – шаг сетки по пространству,  –
заданное целое положительное число,

(4)

– шаг сетки по времени, выбираемый из условия
устойчивости Куранта, в котором  – ко-
эффициент запаса,  – собственные значения
матрицы Якоби  системы (1),  –
значение численного решения  в полуце-
лом пространственном узле .

Детальное описание схем DG1, DG1A1 и
DG1A2, тестируемых в данной работе, приведено
в [19]. Приводимые далее расчеты задачи PCPG
на равномерной сетке (3) проводились при соот-
ношении , что гарантирует выполне-
ние условия устойчивости (4).

5. Поскольку в рассматриваемой тестовой за-
даче Коши (1), (2) точное решение  заранее
неизвестно, то для приближенного вычисления
ошибки численного решения  этой задачи
мы применим метод Рунге [24]. Для этого зафик-
сируем на сетке (3) некоторый узел , где

, и введем для него обозначение , где
 и . Предположим, что на

последовательности сгущающихся сеток

где , , получаемых путем сжа-
тия базисной сетки (3), численное решение
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 в точке  сходится к точному решению
 с порядком r. Это означает, что в точке 

с точностью  выполнено условие

(5)

где B – векторная величина, не зависящая от hi и
такая, что .

Вычитая из формулы (5) эту же формулу, в ко-
торой индекс i заменен на , получаем

(6)

Из отношения

вторых равенств (6) при  следует формула
Рунге

(7)

для приближенного определения порядков ло-
кальной сходимости численного решения к точ-
ному.

Поскольку первое уравнение (6) при i = 1 запи-
сывается в виде

то входящий в него вектор B можно представить
следующим образом

(8)

Подставляя значение (8) в формулу (5), при 
получаем

Отсюда с учетом (7) имеем приближенную оценку

для вектора ошибок численного решения на ба-
зисной сетке (3). Далее мы будем приводить отно-
сительные погрешности численного решения,
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6. В качестве конкретной гиперболической си-
стемы (1) выберем систему законов сохранения
неизэнтропической газовой динамики [8], для
которой

(10)

где , , p и  – плотность, скорость,
давление и удельная полная энергия,  – удель-
ная внутренняя энергия. Давление и внутренняя
энергия удовлетворяют уравнению состояния
идеального политропного газа  в ко-

ρ ρ 
  ρ ρ +     ρ ρ +   

2= , ( ) = ,
( )

u

u u p
e u e p

u f u

ρ u ε + 2= /2e u
ε

γ − ρε= ( 1) ,p

тором  – показатель адиабаты двухатомно-
го газа.

Рассмотрим для системы (1), (10) задачу Коши
с гладкими периодическими начальными данны-
ми (задача PCPG)

(11)

(12)

где X = 10 – длина периода. Начальная плотность
газа, задаваемая первой формулой (12), показана

γ = 1.4

( )π π+2( ,0) = sin ,
4

xu x
X

( )

( )

γ−

γ

 γ −ρ + γ 
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2/( 1)
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2
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Рис. 1. Плотность газа (а) и относительные локальные дисбалансы (б), получаемые в момент времени t = 1 при чис-
ленном решении задачи PCPG.
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на рис. 1а пунктирной линией. Из формул (11) и
(12) следует, что энтропия газа

(13)

представляющая собой инвариант  системы (1),
(10), и изоэнтропические квазиинварианты [12]
этой системы

(14)

имеют следующие начальные значения

(15)

γγ − ρ
1= ln ,

1
ps

2w

− +
γ − γ −1 3
2 2= , =

1 1
c cw u w u

( )
−

π π+ +

1

3

( ,0) = 10, ( ,0) = 0,
2( ,0) = 2 sin 10.

4

w x s x
xw x

X

Поскольку в начальный момент времени эн-
тропия газа постоянна, то во всех гладких частях
точного решения, не входящих в области влияния
ударных волн, течение газа является изоэнтропи-
ческим. Отметим, что с учетом формул (15) задача
PCPG аналогична задаче PCPW, которая изуча-
лась в [14, 16–21].

7. В точном решении задачи PCPG в момент
времени  формируется последователь-
ность изолированных ударных волн, которые
распространяются друг за другом с одинаковыми
скоростями в положительном направлении оси .
На рис. 1а, 2а, 3а и 4а в моменты времени ,
2.5, 3.5, 5, сплошными линиями изображены ква-
зиточные профили плотности, получаемые при
расчете по схеме DG1A1 на мелкой сетке (3), в ко-
торой . К моменту времени t = 1 в точ-

≈ 1.35*t

x
= 1t

= 1/1215h

Рис. 2. Плотность газа (а) и относительные локальные дисбалансы (б), получаемые в момент времени t = 2.5 при чис-
ленном решении задачи PCPG.
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ном решении начинают формироваться области
больших градиентов, но решение еще остается
гладким (рис. 1а). В момент времени  удар-
ные волны уже сформировались, но их области
влияния еще не заполняют всю расчетную об-
ласть (рис. 2а). К моменту времени  удар-
ные волны проходят расстояние, большее длины
периода , и вся расчетная область стано-
вится их областью влияния. С учетом этого силь-
ные разрывы, расположенные на линиях, приве-
денных на рис. 3а и 4а, соответствуют ударной
волне, которая сформировалась в момент време-
ни  внутри интервала .

На рис. 1–4 приведены результаты расчетов
задачи PCPG по схемам DG1 (кружки), DG1A1

= 2.5t

= 3.5t

= 10X

*t −[ ,0]X

(квадратики) и DG1A2 (точки) на равномерной
сетке (3). На верхних рисунках с индексом (а) по-
казаны значения плотности газа, получаемые при
расчете, в котором . Из этих рисунков вид-
но, что, в отличие от NFC схем DG1A1 и DG1A2,
HASIA схема DG1 имеет заметные нефизические
осцилляции в окрестностях ударных волн. На
нижних рисунках с индексом (б) приведены от-
носительные локальные дисбалансы (9), получае-
мые при расчете на базисной сетке (3), где h =
= 1/135. Значения этих дисбалансов показаны для
каждого 30-го полуцелого пространственного уз-
ла разностной сетки.

Из рис. 1б и 2б следует, что вне областей влия-
ния ударных волн схема DG1A1 имеет суще-
ственно более низкую точность, чем схемы DG1 и

= 0.2h

Рис. 3. Плотность газа (а) и относительные локальные дисбалансы (б), получаемые в момент времени t = 3.5 при чис-
ленном решении задачи PCPG.
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DG1A2, точность которых в некоторых частях
этих областей приблизительно одинаковая. Внут-
ри областей влияния ударных волн точность схе-
мы DG1A2 резко падает (рис. 2б, 3б и 4б), стано-
вится сравнимой с точностью схемы DG1A1 и су-
щественно более низкой, чем точность схемы
DG1. С течением времени преимущество в точно-
сти HASIA схемы DG1 по сравнению с NFC схе-
мами DG1A1 и DG1A2 заметно возрастает, до-
стигая к моменту времени  (рис. 4б) почти
пяти порядков на интервале (5, 8) в области глад-
кости точного решения. В результате газодина-
мическая комбинированная схема CDG при рас-
чете задачи PCPG монотонно (без заметных не-
физических осцилляций) локализует фронты
ударных волн и одновременно сохраняет повы-
шенную точность в областях их влияния. При

этом необходимо отметить, что точность всех
схем (включая схему CDG) резко падает не толь-
ко в окрестности фронта ударной волны, но и в
окрестности слабого контактного разрыва, поло-
жение которого на рис. 2–4 отмечено крестиком
на оси x.

Численные расчеты задачи PCPG так же пока-
зали, что схема DG1 (также как схемы DG1A1 и
DG1A2) имеет лишь первый порядок NINSID
сходимости, в чем заключается принципиальное
отличие от аналогичной задачи PCPW, при расче-
те которой схема DG1 (в отличие от схем DG1A1
и DG1A2) сохраняет второй порядок NINSID
сходимости [19]. Несмотря на это в областях вли-
яния ударных волн преимущество в точности схе-
мы DG1 по сравнению со схемами DG1A1 и
DG1A2 при переходе от задачи PCPW к задаче

= 5t

Рис. 4. Плотность газа (а) и относительные локальные дисбалансы (б), получаемые в момент времени t = 5 при чис-
ленном решении задачи PCPG.
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PCPG не уменьшается (что можно было ожи-
дать), а возрастает. При расчете задачи PCPW это
преимущество составляет приблизительно три
порядка, а при расчете задачи PCPG оно в неко-
торых подобластях возрастает до пяти порядков.
В дальнейшем данные численные результаты тре-
буют детального теоретического обоснования.
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ON THE ACCURACY OF DISCONTINUOUS GALERKIN METHOD 
CALCULATING GAS-DYNAMIC SHOCK WAVES

M. E. Ladonkinaa,b, O. A. Nekliudovaa,b, V. V. Ostapenkob,
and Corresponding Member of the RAS V. F. Tishkina,b

a Keldysh Institute of Applied Mathematics, Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia
b Lavrentyev Institute of Hydrodynamics, Siberian Branch, Russian Academy of Sciences, Novosibirsk, Russia

The results of a numerical calculation of gas-dynamic shock waves that arise when solving the Cauchy prob-
lem with smooth periodic initial data are presented using three variants of the DG (Discontinuous Galerkin)
method, in which the solution is sought in the form of a piecewise linear discontinuous function. It is shown
that the methods DG1A1 and DG1A2, for which the Cockburn limiter with parameters A1 = 1 and A2 = 2
are used for monotonization, have approximately the same accuracy in the influence areas of shocks (arising
as a result of gradient catastrophes within the computational domain), while the nonmonotonic DG1 meth-
od, in which this limiter is not used, has a significantly higher accuracy in these areas, despite noticeable non-
physical oscillations on shocks. With this in mind, the combined scheme obtained by the joint application of
the DG1 and DG1A1 methods monotonously localizes the shocks and maintains increased accuracy in the
areas of their influence.

Keywords: gas dynamic equations, shock waves, discontinuous Galerkin method
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