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1. ВВЕДЕНИЕ
В этой работе изучается поведение аттракто-

ров начально-краевой задачи для комплексного
уравнения Гинзбурга–Ландау в области с локаль-
но периодическими мелкими препятствиями,
расстояние между которыми и их диаметры зави-
сят от малого параметра, при стремлении этого
малого параметра к нулю. Отметим некоторые ре-
зультаты по усреднению аттракторов, которые

появились в последнее время (см. [1–5]). В рабо-
тах [2] и [5] изучалось усреднение аттракторов
эволюционных уравнений и систем с диссипаци-
ей в периодически перфорированной области.
Результаты по усреднению аттракторов системы
уравнений Навье–Стокса в периодической изо-
тропной среде см. в [3]. В работе [4] рассмотрена
задача усреднения для уравнения Гинзбурга–
Ландау в стохастической постановке. Методы,
которые использовались при исследовании таких
задач, были разработаны в [6–10].

2. ОБОЗНАЧЕНИЯ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Сначала мы определим перфорированную об-

ласть. Пусть  – гладкая ограниченная область в
, . Введем обозначения

Пусть  – гладкая, 1-периодическая по пе-
ременной  функция и такая, что 
≥ const > 0, ,  при .
Определим множества
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и вводим перфорированную область следующим
образом

Обозначим через G(x) множество  <

< 0}, и через S(x) множество .
В соответствии с вышеприведенной конструк-

цией граница  состоит из  и границы вклю-
чений , .

Мы будем изучать асимптотическое поведение
траекторных аттракторов следующей начально-
краевой задачи для комплексных уравнений Гин-
збурга–Ландау

(1)

Здесь  – вещественная константа,  – единич-
ный вектор внешней нормали к границе области,

, , ,

 и  – неотрицательная
1-периодическая по  функция. Предполагается,
что

(2)

для ,  и функции  и  име-

ют средние  и  в смысле пространства
 соответственно, т.е.,

(3)

при  для любой функции .
Введем следующие обозначения для про-

странств , , ,

 – множество функций из

 с нулевым следом на  и Lp := ,
. Нормы в этих пространствах

определяются, соответственно, следующим обра-
зом
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Напомним, что Lq и  являются сопряжен-
ными пространствами к Lp и , где q = .

Обозначим через  и 
пространства, сопряженные, соответственно, к V
и .

Предполагается, что параметр θ принимает
положительные значения. В зависимости от этого
параметра будут получаться различные предель-
ные (усредненные) задачи.

Рассматриваются (см. [7]) обобщенные реше-
ния задачи (1), т.е. функции , ,

,

удовлетворяющие интегральному тождеству

(4)

для любой функции .
Если , то

если  то (1 + αi)Δuε(x, t) +

+  поэтому для любого решения
uε задачи (1) имеем

По теореме вложения Соболева

где  и . Следова-
тельно, для любого обобщенного решения uε за-

дачи (1) имеем .

Замечание 2.1. Существование обобщенного ре-
шения  задачи (1) для любой  и фикси-
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рованного , так, что  доказывается
стандартным методом (см., например, [6, 7, 11]).

Имеет место следующая лемма (ее доказатель-
ство проводится аналогично доказательству
утверждения XV.3.1 из [7]).

Лемма 2.1. Пусть  — обобщенное решение
задачи (1). Тогда

(i) 

(ii) функция  является абсолютно не-
прерывной на  и более того

для почти всех .

При описании пространства траекторий 
для задачи (1), будем следовать общей схеме (см.,
например, [1, 2]) и определим для каждого отрез-
ка  банаховы пространства

(5)

с нормой

(6)

Положив , получаем, что
, и если , тогда , где

 – 
(см. [1, 2]). Будем рассматривать обобщенные ре-
шения задачи (1).

Определим пространства

Обозначим через  множество всех обобщен-
ных решений задачи (1). Напомним, что для лю-
бой функции  существует хотя бы одна тра-
ектория  такая, что  (см., на-
пример, [6, 7, 11]). Следовательно, пространство

ε ε( ,0) = ( )u x U x

ε( , )u x t

+ ε∈ R( ; );u C H

ε ε⋅ 2
0,|| ( , )||u t

+R

εε ε ε ε ε⋅ + ∇ ⋅ + ⋅ −
4,

2 2 4
0, 0,

1 || ( , )|| || ( , )|| || ( , )||
2

d u t u t u t
dt L

( )
ε

ε
Ω

− +
ε 2, | ( , )|xR x u x t dx

( )
ε ε

θ
εε

Ω

+ ε σ
ε 2, | ( , )| = ( ) ( , ) ,

S

xq x u x t d f x u x t dxR

+∈ Rt
+
ε_

∈ R1 2[ , ]t t

{ }
∞

−

∩ ∩ ∩
∂∩ ∈
∂
v

v

^
1 2, 4 1 2 4 2 1 2 1 2

4/3 1 2

: ( , ; ) ( , ; ) ( , ; )

| ( , ; )

t t

r

L t t L t t L t t

L t t
t

L V H

H

∞ −

+ +

∂+ +
∂

v v v

v

^ 4 1 2 4 2 1 21 2

4 /3 1 2

( , ; ) ( , ; ),

(0, ; )
( , ; )

|| || := || || || ||

|| || .
r

L t t L t tt t

L M
L t t

v
t

L V

H
H

( )$
1 2, 2 1 2= , ;t t t tL V

⊆^ $
1 2 1 2, ,t t t t ∈ ^ ,1 2t tu ∈ $

1 2,( ) t tA u

+ α Δ + ⋅ ⋅( ) = (1 i) (, )A u u R u ( )+ β ⋅ ⋅ + ⋅21 (, )i | | ( )u u f

{ }
+ + + ∞ +

−
+

∩ ∩ ∩
∂∩ ∈
∂
v

v

^ R R R

R

loc loc loc loc
4 4 2

loc
4/3

= ( ; ) ( ; ) ( ; )

| ( ; ) ,r

L L L

L
t

L V H

H

{ }
+ ε + ε + ε ∞ + ε

−
+ ε

∩ ∩ ∩
∂∩ ∈
∂
v

v

^ R R R

R

loc loc loc loc
, 4 4, 2

loc
4/3

= ( ; ) ( ; ) ( ; )

| ( ; ) .r

L L L

L
t

L V H

H

+
ε_

∈U H
+
ε⋅ ∈ _( )u (0) = ( )u U x

траекторий  задачи (1) не пусто и достаточно
велико. Заметим, что теорема единственности
для обобщенного решения задачи (1) доказана не
для всех возможных диапазонов изменения дис-
персионных параметров  и  (см., [11]).

Ясно, что  и пространство траекторий

 является трансляционно-инвариантным, то
есть, если , тогда и T(h)u(·) =  для
любых . Операторы трансляций 
образуют полугруппу, действующую в фазовом
пространстве траекторий:

Определим метрики  в пространствах
 следующим образом:

Эти метрики порождают топологию  в про-
странстве . По определению последователь-
ность  сходится к функции  при

 в , если  
для любых . Аналогично определяется топо-
логия  в пространстве  для перфорирован-

ной области. Топологии  и  метризуемы и
соответствующие метрические пространства явля-
ются полными. Мы рассматриваем топологию 

в пространстве траекторий  задачи (1).

Напомним, что норма в пространстве ,
где E – некоторое банахово пространство, опре-
деляется по формуле

Для определения ограниченных множеств в
пространстве траекторий  введем банахово
пространство

(7)

Аналогично вводим пространство

+
ε_

α β
+
ε + ε⊂_ ^ ,

loc

+
ε_

+
ε⋅ ∈( )u _ +

ε+ ⋅ ∈( )u h _
≥ 0h ≥{ ( ), 0}T h h

+ +
ε ε→ ≥_ _( ) : , 0.T h h

ρ ⋅ ⋅
1 2, ( , )t t

^
1 2,t t

 
ρ −  

 
∀ ∈

v v

v ^

2

1 2

1

1 2

1/2

2
, 0

,

( , ) = || ( ) ( )|| ,

, .

t

t t
t

t t

u u s s ds

u

+Θloc

+^loc

+⊂v ^loc{ }k +∈v ^loc

→ ∞k +Θloc ⋅ − ⋅ →v v
2 1 2( , ; )|| ( ) ( )|| 0k t tL H → ∞( )k

≥1 2, 0t t

+ εΘloc
, + ε^loc

,

+Θloc
+ εΘloc

,

+ εΘloc
,

+
ε_

+R( ; )b
pL E

+

+

≥

 
  
 

R

1/1

( ; ) 0
|| || = || ( )|| .supb

p

ph
p
EL E

h h

f f s ds

+
ε_

{ }
+ ε + ε + ε ∞ + ε

−
+ ε

∩ ∩ ∩
∂∩ ∈
∂
v

v

^ R R R

R

, 4 4, 2

4/3

= ( ; ) ( ; ) ( ; )

| ( ; ) .

b b b

b r

L L L

L
t

L V H

H

{ }
+ + + ∞ +

−
+

∩ ∩ ∩
∂∩ ∈
∂

v

^ R R R

R

4 4 2

4/3

= ( ; ) ( ; ) ( ; )

| ( ; ) .

b b b

b r

L L L
v L
t

L V H

H



12

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 513  2023

БЕКМАГАНБЕТОВ и др.

Пространства  и  являются подпро-

странствами пространств  и  соответ-
ственно.

Напомним, что траекторным аттрактором
трансляционной полугруппы  в простран-
стве  называется множество , которое
ограничено в , компактно в , строго инва-
риантно, т.е.,  при всех , и кото-
рое притягивает ограниченные в  множества

из  в топологии  при  (см. [6, 7, 9]).

Пусть  означает ядро задачи (1), которое со-
стоит из всех обобщенных решений , т.е.
функций, удовлетворяющих интегральному тож-
деству

(8)

для любой функции  и ограни-
ченных в пространстве

Аналогично определяется  для области без пер-
форации.

Имеет место утверждение, доказательство ко-
торого практически полностью совпадает с дока-
зательством, приведенным в [7] для более частно-
го случая, с использованием вывода диссипатив-
ного неравенства для перфорированных областей
(см. [5]). Обозначим через  — оператор суже-
ния на полуось 

Утверждение 2.1. Задача (1) имеет траекторные
аттракторы  в топологическом пространстве

. Множество  равномерно (по )

ограничено в  и компактно в . Более того,

причем ядро  непусто и равномерно (по
) ограничено в .
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3. ОСНОВНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ
В этом разделе изучаются предельное поведе-

ние траекторных аттракторов  для уравнений
Гинзбурга–Ландау (1) при  и их сходи-
мость к траекторному аттрактору соответствую-
щего усредненного уравнения для различных
значений параметра .

3.1. Критический случай 
Усредненная (предельная) задача имеет следу-

ющий вид:

(9)

где

Здесь  – 1-периодические функции по ,
удовлетворяющие задачам

и имеющие нулевые средние по ячейке перио-
дичности,  – локальное
включение, а  – граница
включения  в растянутом пространстве ,  –
вектор единичной внешней нормали к S(x).

Рассматриваются обобщенные решения зада-
чи (9), т.е. функции , , ,

удовлетворяющие интегральному тождеству

(10)
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Задача (9) имеет траекторный аттрактор  в

соответствующем пространстве траекторий ,
причем

где  – ядро задачи (9) в , которое определяет-
ся по аналогии с , но для области без перфора-
ции.

Сформулируем основную теорему об усредне-
нии аттракторов уравнений Гинзбурга–Ландау в
этом случае.

Теорема 3.1. В топологическом пространстве
 справедливо предельное соотношение

(11)
Кроме того

(12)
Замечание 3.1. Заметим, что все функции,

определенные в перфорированной области и удо-
влетворяющие граничным условиям, могут быть
продолжены внутрь отверстий с сохранением со-
ответствующих норм (см. [12, 13] и [14]). Отме-
тим, что оператор продолжения строится анало-
гично работе [14]. Он действует только по пере-
менной x и не зависит от t. Соотношения (11) и
(12) надо понимать с учетом оператора продолже-
ния и они выполняются для любого такого про-
должения.

3.2. Субкритический случай 
Усредненная (предельная) задача имеет следу-

ющий вид:

(13)

здесь  – определены также как и в подразде-
ле 2.1 ( ).

Рассматриваются обобщенные решения зада-
чи (13), т.е. функции , , ,

удовлетворяющие интегральному тождеству

(14)
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для любой функции .

Задача (13) имеет траекторный аттрактор  в

соответствующем пространстве траекторий ,
причем

где  – ядро задачи (13) в .
Сформулируем основную теорему об усредне-

нии аттракторов уравнений Гинзбурга–Ландау в
этом случае.

Теорема 3.2. В топологическом пространстве
 справедливо предельное соотношение

(15)

Кроме того

(16)

3.3. Суперкритический случай 

Решения исходной задачи в этом случае стре-
мятся к нулю при .

Сформулируем основную теорему об усредне-
нии аттракторов уравнений Гинзбурга–Ландау в
этом случае.

Теорема 3.3. В топологическом пространстве
 справедливо предельное соотношение

(17)

Кроме того

(18)

4. КОММЕНТАРИИ
Доказательство основных утверждений прово-

дится на основе асимптотического анализа. Ре-
шения ищутся в виде асимптотического ряда

(19)

после подстановки которого в задачу приравни-
ваются слагаемые с соответствующими степеня-
ми  (см., например, [15]).

Используя равномерные оценки по малому
параметру, которые доказываются с помощью
леммы 2.1, получаем утверждения о сходимости
решений, а затем и аттракторов.
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ON ATTRACTORS OF GINZBURG–LANDAU EQUATIONS IN DOMAIN 
WITH LOCALLY PERIODIC MICROSTRUCTURE. 

SUBCRITICAL, CRITICAL AND SUPERCRITICAL CASES
К.А. Bekmaganbetova,b, A. A. Tolemysc,b, V. V. Chepyzhovd, and G.А. Chechkinf,e,b
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dInstitute for Information Transmission Problems of the Russian Academy of Sciences (Kharkevich Institute), 

Moscow, Russia
eInstitute of Mathematics with a Computer Center – a division of the Ufa Federal Research Center 

of the Russian Academy of Sciences, Ufa, Russian Federation
fLomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation

Presented by Academician of the RAS V.V. Kozlov

In the paper we consider a problem for complex Ginzburg–Landau equations in a medium with locally pe-
riodic small obstacles. It is assumed that on the obstacle surface one can have different conductivity coeffi-
cients. We prove that the trajectory attractors of this system converge in a certain weak topology to the trajec-
tory attractors of the homogenized Ginzburg–Landau equations with an additional potential (in the critical
case), without the additional potential (in the subcritical case) in a medium without obstacles, or simply dis-
appear (in the supercritical case).

Keywords: attractors, homogenization, Ginzburg–Landau equations, nonlinear equations, weak conver-
gence, perforated domain, rapidly oscillating terms
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