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Проведен сравнительный анализ точности численных схем RBM (Rusanov-Burstein-Mirin), CWA
(Compact high order Weak Approximation) и A-WENO (Alternative Weighted Essentially Non-Oscillatory)
при сквозном расчете газодинамических ударных волн, возникающих при численном моделирова-
нии задачи Коши с гладкими периодическими начальными данными. Показано, что при наличии
ударных волн схемы RBM и CWA (при построении которых нелинейная коррекция потоков не ис-
пользуется) имеют более высокий порядок интегральной сходимости, что обеспечивает этим схе-
мам существенно более высокую точность (по сравнению со схемой A-WENO) в областях влияния
ударных волн, несмотря на заметные нефизические осцилляции на их фронтах. Это позволяет ис-
пользовать схемы RBM и CWA в качестве базисных при построении комбинированных схем, кото-
рые монотонно локализуют фронты ударных волн и одновременно сохраняют повышенную точ-
ность в областях их влияния.
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1. Поскольку в [1] было показано, что среди
двухслойных по времени линейных численных
схем нет монотонных схем повышенного порядка
аппроксимации, то для квазилинейных гипербо-
лических систем законов сохранения были разра-
ботаны NFC (Nonlinear Flux Correction) схемы
сквозного счета, в которых повышенный порядок
аппроксимации на гладких решениях и монотон-
ность достигаются за счет нелинейной коррекции
потоков, приводящей к нелинейности этих схем
при аппроксимации линейных гиперболических
уравнений и систем. Следующие работы лежат в
основе целых классов NFC схем: MUSCL [2],
TVD [3], WENO [4], DG [5], CABARET [6].
К NFC схемам относятся также гибридные схемы
[7], в которых численное решение монотонизиру-
ется с помощью специального численного алго-
ритма в окрестностях больших градиентов точно-
го решения. Основное достоинство этих схем за-
ключается в том, что они с высокой точностью
локализуют ударные волны при отсутствии суще-
ственных нефизических осцилляций на их фрон-

тах. Различные методы построения NFC схем и
результаты их применения при решении при-
кладных задач приводятся, например, в [8–10].

При построении NFC-схем повышенный по-
рядок аппроксимации понимается в смысле тей-
лоровского разложения на гладких решениях, что
не гарантирует аналогичного повышения точно-
сти при расчете разрывных решений. Несмотря
на это, в течение достаточно длительного време-
ни преобладала ошибочная точка зрения, что эти
схемы должны сохранять повышенную точность
(соответствующую порядку их классической ап-
проксимации) во всех гладких частях рассчиты-
ваемых обобщенных решений. Однако в [11, 12]
было показано, что различные типы NFC-схем
имеют не более чем пеpвый поpядок локальной
сходимости в областях влияния удаpных волн и,
тем самым, по существу, схемами повышенной
точности не являются. Такое снижение порядков
сходимости свидетельствует о том, что в NFC-
схемах происходит потеря точности при передаче
условий Гюгонио через размазанные фронты
ударных волн, но свидетельствует опосредованно.
В связи с этим С.К. Годунов и В.С. Рябенький
предложили оценивать точность аппроксимации
схемой условий Гюгонио путем определения по-
рядка сходимости интеграла от разностного ре-
шения, а не от его модуля, как в норме , что со-1L
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ответствует сходимости в специальной негатив-
ной интегральной норме [13].

В [14] для исследования точности численных
схем сквозного счета, аппроксимирующих систе-
му законов сохранения теории мелкой воды [8],
была предложена специальная задача Коши с
гладкими периодическими начальными данны-
ми, в точном решении которой в результате гра-
диентных катастроф формируется последова-
тельность ударных волн, распространяющихся
друг за другом с одинаковыми скоростями; для
этой задачи будем использовать аббревиатуру
PCPW (Periodic Cauchy Problem for shallow Water).
В [14–21] приводятся результаты численного ре-
шения задачи PCPW по различным схемам сквоз-
ного счета и на основе GR (Godunov-Ryabenky)
метода изучается сходимость этих схем в негатив-
ной интегральной норме на пространственных
интервалах, одна или обе границы которых нахо-
дятся в областях влияния ударных волн; для такой
сходимости будем использовать аббревиатуру
NINSID (Negative Integral Norm Shock Influence
Domain). Показано, что при расчете задачи
PCPW по NFC схемам повышенной точности эти
схемы, независимо от порядка аппроксимации на
гладких решениях, имеют лишь первый порядок
NINSID сходимости, что приводит к соответству-
ющему снижению точности NFC схем в областях
влияния ударных волн.

В [21] при помощи GR метода показано, что
схемы RBM [22, 23], CWA [24] и DG1 [18], в кото-
рых нелинейная коррекция потоков не применя-
ется, при численном решении задачи PCPW име-
ют второй порядок NINSID сходимости, и, как
следствие, в отличие от NFC схем, сохраняют по-
вышенную точность в областях влияния ударных
волн, несмотря на заметные схемные осцилляции
на их фронтах. Это позволило для системы урав-
нений мелкой воды разработать комбинирован-
ные схемы сквозного счета [16–18, 21], которые
монотонно локализуют фронты ударных волн и
одновременно сохраняют повышенную точность
в областях их влияния. В комбинированных схе-
мах, построенных в [16, 17], в качестве базисных
использовались схемы CWA [24] и RBM [22, 23], а
в качестве внутренней NFC схемы – монотонная
модификация схемы CABARET [6].

В настоящей работе GR метод применяется
для изучения точности численных схем RBM [22,
23], CWA [24] и A-WENO [25] при расчете для си-
стемы уравнений неизоэнтропической газовой
динамики [8] задачи Коши с гладкими периоди-
ческими начальными данными, в точном реше-
нии которой (также, как при решении задачи
PCPW) в результате градиентных катастроф фор-
мируется последовательность ударных волн, рас-
пространяющихся друг за другом с одинаковыми
скоростями и на одинаковом расстоянии; для

этой задачи будем использовать аббревиатуру
PCPG (Periodic Cauchy Problem for Gas dynamics).

2. Векторная форма записи системы законов
сохранения неизэнтропической газовой динами-
ки имеет вид [8]

(1)
где

(2)

, u, p и  – плотность, скорость, давле-
ние и удельная полная энергия,  – удельная внут-
ренняя энергия. Давление и внутренняя энергия
удовлетворяют уравнению состояния идеального
политропного газа  в котором  –
показатель адиабаты двухатомного газа. Система (1),
(2) имеет два изоэнтропических квазиинварианта

,  и инвариант , которые задаются фор-
мулами

где s – энтропия и  – скорость звука.
Рассмотрим для системы (1), (2) задачу Коши с

гладкими периодическими начальными условия-
ми (задача PCPG)

(3)

где X = 10 – длина периода. Из условий (3) одно-
значно определяются начальные значения 
базисных параметров течения, в частности, плот-
ность газа , показанная на рис. 1а пунктир-
ной линией. Поскольку в начальный момент вре-
мени энтропия газа постоянна, то во всех гладких
частях точного решения, не входящих в области
влияния ударных волн, течение газа является изо-
энтропическим. Отметим, что с учетом формул
(3) задача PCPG аналогична задаче PCPW, кото-
рая изучалась в [14, 16–21].

В точном решении задачи PCPG в момент вре-
мени  в результате градиентных катастроф
формируется последовательность ударных волн,
которые распространяются друг за другом с оди-
наковыми скоростями в положительном направ-
лении оси . В момент времени t = 4 ударные вол-
ны уже сформировались, но их области влияния
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еще не заполняют всю расчетную область (рис. 1а).
К моменту времени t = 8 ударные волны проходят
расстояние, большее длины периода X, и вся рас-
четная область становится их областью влияния.

С учетом этого сильный разрыв, расположенный
на линии, приведенной на рис. 2а, соответствует
ударной волне, которая сформировалась в мо-
мент времени  внутри интервала .*t −[ ,0]X

Рис. 1. Плотность газа (а), относительные локальные дисбалансы (б) и интегральные порядки сходимости (в), задава-
емые формулой (11), в момент времени t = 4 при численном решении задачи Коши (1)–(3) по схемам RBM (точки),
CWA (квадратики) и A-WENO (кружки). На верхнем графике (а) сплошной линией показаны квазиточные, а пунктир-
ной линией – начальные значения плотности газа.
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3. Численные схемы, аппроксимирующие за-
дачу PCPG, будем строить на равномерной пря-
моугольной сетке

(4)τ ≥= {( , ) : = , = , 0},j n j nS x t x jh t n n

где  – шаг сетки по пространству, M –
заданное целое положительное число,

(5)

= /(4 )h X M

+τ λ 1/2, ,
= / | ( ( , ))|max k h j nk j n

zh x tv

Рис. 2. Плотность газа (а), относительные локальные дисбалансы (б) и интегральные порядки сходимости (в), задава-
емые формулой (11), в момент времени t = 8 при численном решении задачи Коши (1)–(3) по схемам RBM (точки),
CWA (квадратики) и A-WENO (кружки). На верхнем графике (а) сплошной линией показаны квазиточные значения
плотности газа.
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– шаг сетки по времени, выбираемый из условия
устойчивости Куранта, в котором  – ко-
эффициент запаса,  – собственные значения
матрицы Якоби  системы (1),  –
значение численного решения в полуцелом про-
странственном узле . Сеточные
начальные условия зададим путем точной ап-
проксимации

начальных условий задачи PCPG.
На рис. 1–3 приведены результаты численных

расчетов задачи PCPG по схемам RBM (точки),
CWA (квадратики) и A-WENO (кружки) на сетке
(4), где шаг по времени выбирается из условия
устойчивости (5), в котором коэффициент запаса

. На рис. 1а и 2а показаны значения
плотности газа , где  для рис. 1а и

 для рис. 2а, получаемые при численном
расчете на сетке (4) с пространственным шагом
h = 0.2; сплошными линиями на этих рисунках
изображены квазиточные профили плотности,
получаемые при расчете по схеме A-WENO на
мелкой сетке (4), в которой . Из рис. 1а и
2а видно, что, в отличие от NFC-схемы A-WENO,
схемы RBM и CWA имеют заметные нефизиче-
ские осцилляции в окрестностях ударных волн.

Поскольку в задаче PCPG точное решение
 заранее неизвестно, то для приближенного

вычисления порядков локальной и интегральной
сходимости численного решения  этой
задачи, получаемого на сетке (4), зададим после-
довательность сгущающихся сеток

(6)

где , , получаемых путем сжа-
тия базисной сетки (4), для которой  и

. Путем параболической интерполяции доопре-

делим дискретные численные решения  за-
дачи PCPG, получаемые на сетках (6), до непре-
рывных по  функций

(7)

(  – множество целых чисел), в которых коэффи-
циенты ,  и  однозначно определяются

значениями  и  численного ре-
шения.

4. Для каждого узла  базисной сетки (4)
по формулам
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где l = 25, зададим осредненные значения точного
 и численных  решений. Для дисба-

лансов (ошибок) осредненных численных реше-
ний  имеет место следующая приближен-
ная формула

вывод которой приведен в [20]. Далее на рисунках
приводятся относительные дисбалансы осред-
ненного численного решения, определяемые по
формуле

(8)

Зафиксируем отрезок  на оси x и зададим
интегралы

(9)

В соответствии с GR методом, последователь-
ность интегралов , где , сходится с
порядком r, где , к интегралу ,
если с точностью  выполнено условие

(10)

где  – векторная величина, не зависящая от  и
такая, что . Применяя метод Рунге [14], из
условия (10) получаем следующую формулу

(11)

для приближенного определения порядков инте-
гральной сходимости численного решения к точ-
ному.

Ограничение  связано с тем, что с учетом
параболической интерполяции (7) интегралы 
вычисляются по формуле Симпсона, которая
имеет четвертый порядок точности на гладких
функциях. Такое ограничение вполне приемле-
мо, поскольку все три рассматриваемые схемы
имеют третий порядок аппроксимации на глад-
ких решениях. Отметим, что в работах [14–21]
при расчете задачи PCPW интегральная сходи-
мость определялась с использованием формулы
трапеций численного интегрирования, что при-
водило к более сильному ограничению  на
порядок такой сходимости.
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5. На рис. 1б и 2б показаны относительные ло-
кальные дисбалансы , вычисляемые по
формуле (8), а на рис. 1в и 2в – порядки инте-
гральной сходимости , определяемые по
формуле (11), где  для рис. 1б,в и  для
рис. 2б,в. Расчеты проводились на базисной сетке
(4) с пространственным шагом , что со-
ответствует 2000 пространственным ячейкам сет-

Δ ( , )h j nx tv

( , , )j nr x X t
= 4nt = 8nt

= 0.005h

ки на отрезке  длины периода; результаты
этих расчетов показаны для каждого 40-го про-
странственного узла j = 40i численной сетки.

Из рис. 1б следует, что в гладких частях точного
решения вне областей влияния ударных волн схе-
ма CWA имеет приблизительно на порядок более
низкую точность, чем схема A-WENO, и на поря-
док более высокую точность, чем схема RBM. Объ-
ясняется это тем, что схемы RBM [22, 23],

[0, ]X

Рис. 3. Интегральные порядки сходимости (а), задаваемые формулой (12), и относительные дисбалансы (б), задавае-
мые формулой (13), получаемые при численном решении задачи Коши (1)–(3) по схемам RBM (точки), CWA (квадра-
тики) и A-WENO (кружки).
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CWA [24] и A-WENO [25] имеют порядки класси-
ческой аппроксимации ,  и

 соответственно. Внутри областей влия-
ния ударных волн (рис. 1б и 2б) точность NFC
схемы A-WENO резко падает и становится суще-
ственно более низкой, чем точность схем RBM и
CWA. Причем в большей части областей влияния
ударных волн схемы RBM и CWA обеспечивают
приблизительно на два порядка более высокую
точность, чем схема A-WENO.

Из рис. 1в следует, что на интервалах ,
левые границы которых не принадлежит обла-
стям влияния ударных волн, для всех трех схем
порядки интегральной сходимости , что со-
гласуется с точностью этих схем на гладких реше-
ниях. На интервалах , левые границы кото-
рых лежат в областях влияния ударных волн (рис. 1в
и 2в), порядки интегральной сходимости r всех
схем резко падают: в схеме A-WENO до первого
порядка, а в схемах RBM и CWA эти порядки ве-
дут себя менее регулярно, на некоторых участках
снижаются почти до нуля, а на других сильно ос-
циллируют, в частности, вокруг значения 
на интервале (5, 7.5) на рис. 2в. Интересно отме-
тить, что именно на этом интервале на рис. 2б
дисбалансы численных решений в схемах RBM и
CWA заметно возрастают и приближаются к дис-
балансам в схеме A-WENO. Таким образом, схе-
мы RBM и CWA обладают следующим характер-
ным свойством, не присущим схеме A-WENO:
порядки их интегральной сходимости заметно
возрастают (при этом сильно осциллируя) имен-
но на тех участках, где эти схемы имеют макси-
мальные ошибки численного решения.

6. Из рис. 1в и 2в следует, что разностные схе-
мы RBM и CWA при расчете задачи PCPG (в от-
личие от задачи PCPW) не обеспечивают второй
порядок NINSID сходимости на всех интервалах
внутри областей влияния ударных волн. Поэтому
для обоснования повышенной точности схем
RBM и CWA в этих областях (рис. 1б и 2б) мы
применим модифицированный GR метод иссле-
дования интегральной сходимости, при котором
численное интегрирование сеточного решения
проводится по обеим независимым переменным
x и t в прямоугольных областях

Для интегралов (9) по отрезкам 
длины полупериода введем сокращенные обозна-
чения

Путем параболической интерполяции доопреде-
лим сеточные функции  до непрерывных по
t функций

+ τ3 3( )O h + τ + τ3 4( (1 ) )O h

+ τ5 3( )O h

[ , ]jx X

≈ 3r

[ , ]jx X

= 2.5r

Π ∈ ∈( ) = {( , ) : [ /2, ], [0, ]}.T x t x X X t T

[ , ] = [ /2, ]a b X X

 ( ) = ( /2, , ), ( ) = ( /2, , ).
i i

i i
h n h nt X X t t X X tU U V V

 ( )
i

i
h ntV

(  – множество натуральных чисел), в которых
коэффициенты ,  и  однозначно определя-
ются значениями  и .

Зафиксируем момент времени  и зададим
интегралы

Предполагая, что последовательность численных
интегралов  сходится с порядком R, где

, к интегралу  от точного решения,
по аналогии с (11), получаем следующую формулу

(12)

для приближенного определения порядков такой
интегральной сходимости. Для относительных
дисбалансов (ошибок) численных интегралов

 на базисной сетке (4), по аналогии с (8), бу-
дем использовать следующую приближенную
формулу

(13)

где

Отметим, что в формулах (11) и (12) при вычис-
лении порядков интегральной сходимости ис-
пользуется логарифмическая функция с основа-
нием 1/2, что связано с применением соответ-
ствующей формулы Рунге [14]. В то же время в
формулах (8) и (13) применяется десятичный ло-
гарифм, что необходимо для более наглядного
изображения на одном графике относительных
дисбалансов численных схем существенно раз-
личной точности.

7. На рис. 3а показаны порядки интегральной
сходимости , определяемые по формуле (12),
а на рис. 3б – относительные локальные дисба-
лансы , вычисляемые по формуле (13). Рас-
четы проводились на базисной сетке (4) с простран-
ственным шагом  и временным шагом

; результаты этих расчетов показаны для
каждого 300-го временного слоя  числен-
ной сетки.

Из рис. 3а следует, что при , где  – мо-
мент времени, в который происходит формиро-
вание ударных волн, для всех трех схем порядки
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интегральной сходимости , что соответ-
ствует их формальной точности на гладких реше-
ниях. При  эти порядки резко снижают-
ся: для A-WENO схемы  при всех , а
для схем RBM и CWA при  чередуются вре-
менные интервалы приблизительно второго и
первого порядков интегральной сходимости (12),
чем объясняется более высокая точность этих
схем (по сравнению со схемой A-WENO) в обла-
стях влияния ударных волн (рис. 1б и 2б), а также
их более высокая точность (рис. 3б) при вычисле-
нии интегралов , когда . Более высокая
точность схемы CWA, по сравнению со схемой
RBM, при вычислении интегралов  при

 связана с тем, что схема CWA имеет третий
порядок слабой аппроксимации на разрывных
решениях, в то время как схема RBM (также, как
NFC схемы, включая схему A-WENO) имеет
лишь первый порядок такой аппроксимации [24].
Интересно отметить, что снижение в схемах RBM
и CWA порядка интегральной сходимости (12) до
первого порядка (рис. 3а) происходит именно на
тех временных интервалах, на которых их точ-
ность при вычислении интегралов  заметно
возрастает (рис. 3б).

Существенно более высокая точность при рас-
чете задачи PCPG схем RBM и CWA, по сравне-
нию со схемой A-WENO и другими NFC схемами,
позволяет использовать для расчета этой задачи
комбинированные схемы, построенные в [16, 17],
где в качестве базисных использовались схемы
RBM и CWA, а в качестве внутренней NFC схемы –
монотонная модификация схемы CABARET [6].
Тестовые расчеты задачи PCPG по этим комби-
нированным схемам показали, что получаемые
по ним численные решения монотонно локали-
зуют фронты ударных волн и одновременно со-
храняют повышенную точность в областях их
влияния.
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ON THE INTEGRAL CONVERGENCE OF NUMERICAL SCHEMES 
CALCULATING GAS-DYNAMIC SHOCK WAVES

V. V. Ostapenkoa, E. I. Poluninaa, and N. A. Khandeevaa

aLavrentyev Institute of Hydrodynamics, Siberian Branch, Russian Academy of Sciences, Novosibirsk, Russia
Presented by Academician of the RAS E.E. Tyrtyshnikov

A comparative experimental accuracy study of shock-capturing schemes such as RBM(Rusanov-Burstein-
Mirin), CWA(Compact high order Weak Approximation) and A-WENO(Alternative Weighted Essentially
Non-Oscillatory) schemes is carried out by numerically solving a Cauchy problem with smooth periodic ini-
tial data for the Euler equations of gas dynamics. It is shown that in the presence of shock waves, RBM and
CWA schemes(in the construction of which nonlinear f lux correction is not used) have a higher order of in-
tegral convergence, which provides significantly higher accuracy to these schemes (compared to A-WENO
scheme) in the areas of shock waves influence, despite noticeable non-physical oscillations at their fronts.
This makes it possible to use RBM and CWA schemes as basic ones when constructing combined schemes
that monotonically localize shock wave fronts and at the same time maintain higher order accuracy in their
influence areas.

Keywords: gas dynamic equations, shock waves, difference schemes, integral convergence
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