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Рассматривается локальная динамика систем двух уравнений с запаздыванием. Основное предпо-
ложение заключается в том, что параметр запаздывания является достаточно большим. Выделены
критические случаи в задаче об устойчивости состояния равновесия и показано, что они имеют бес-
конечную размерность. Использованы и получили дальнейшее развитие методы бесконечномерной
нормализации. В качестве основных результатов построены специальные нелинейные краевые за-
дачи, которые играют роль нормальных форм. Их нелокальная динамика определяет поведение
всех решений исходной системы в окрестности состояния равновесия.

Ключевые слова: динамика, устойчивость, запаздывание, квазинормальные формы, сингулярные
возмущения
DOI: 10.31857/S2686954323600507, EDN: AFWBSQ

1. ВВЕДЕНИЕ
Рассматривается нелинейная система из двух

дифференциальных уравнений с запаздыванием

(1)

Здесь , A и B – 2 × 2 матрицы, запаздывание
  – некоторый параметр. Нелинейная

вектор-функция  в окрестности нулевого со-
стояния равновесия достаточно гладкая и имеет
вид

Вектор-функции  – линейны по каждому аргу-
менту. В качестве фазового пространства фикси-
руем пространство .

Исследуется вопрос о поведении всех решений
(1) с начальными условиями из некоторой доста-
точно малой окрестности нулевого состояния
равновесия. Основное предположение, открыва-
ющее путь к применению асимптотических мето-
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дов, заключается в том, что параметр T является
достаточно большим, а значит,

(2)

Системы вида (1) изучались в работах многих ав-
торов (см., например, [1–14]). В работах [15–17]
рассматривалось уравнение второго порядка с
большим запаздыванием.

В (1) удобно произвести замену времени
. В результате приходим к сингулярно воз-

мущенной системе

(3)

Отметим, что вырожденная при  система не
дает информации о поведении решений системы
(3) при . Будут существенно использоваться
фундаментальные результаты [19–21] об асимп-
тотике решений сингулярно возмущенных урав-
нений.

Важную роль при изучении локальной дина-
мики системы (3) играет поведение решений ли-
неаризованной (в нуле) системы

(4)

Поведение решений этой системы полностью
определяется расположением корней ее характе-
ристического квазиполинома
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Пусть  ,  и  = detA,
. Тогда характеристический квазиполи-

ном принимает вид

(5)

где

В том случае, когда все корни (5) имеют отрица-
тельные вещественные части и отделены от нуля
при , все решения системы (4) и все реше-
ния с достаточно малыми начальными условиями
системы (3) при малых  стремятся к нулю при

. Если же уравнение (5) имеет корень с по-
ложительной и отделенной от нуля при  ве-
щественной частью, то нулевое решение в (4) и
(3) неустойчиво и в малой окрестности нуля не
может быть аттрактора в (3). Поэтому задача о ди-
намике (3) становится нелокальной.

Рассмотрим вопрос о поведении всех решений
(3) из окрестности нулевого состояния равнове-
сия в случаях, близких к критическим, когда у
уравнения (5) нет корней с положительной и от-
деленной от нуля при  вещественной ча-
стью, но есть корень, вещественная часть которо-
го стремится к нулю при . Будет показано,
что в критических случаях бесконечно много кор-
ней (5) стремится к мнимой оси при , поэто-
му критические случаи имеют бесконечную раз-
мерность.

Введем еще одно предположение. Пусть все
собственные значения матрицы A имеют отрица-
тельные вещественные части. Тем самым

(6)

При достаточно малых значениях параметра b все
корни характеристического уравнения (5) тоже
имеют отрицательные вещественные части. По-
этому речь пойдет о нахождении такого значения

 при котором для  все корни (5)
имеют отрицательные вещественные части, а при

 реализуется критический случай в задаче об
устойчивости нулевого решения (4) и (3).

2. ЛИНЕЙНЫЙ АНАЛИЗ

В данном разделе исследуем линейную систе-
му (4) при условии (2). Сначала определим коэф-
фициенты в (4), при которых реализуется крити-
ческий случай в задаче об устойчивости. Затем
найдем асимптотику при  всех тех корней
(5), вещественные части которых стремятся к ну-
лю при .
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Дополнительно предполагаем, что

(7)

Случай, когда  будет рассмотрен в разделе 4.
Рассмотрим уравнение (5) как квадратичное

уравнение относительно величины . То-
гда получаем, что

(8)

где

В (8) положим , где  – веществен-
ное и пусть

Наименьшее значение  по всем  обозна-

чим через :  и min(ρ+(ω+),

 где

Наконец, через  обозначим выражение
.

Лемма 1. Пусть . Тогда при достаточно
малых  все корни уравнения (5) имеют отрица-
тельные и отделенные от нуля при  веще-
ственные части.

Лемма 2. Пусть . Тогда при достаточно
малых  уравнение (5) имеет корень с положитель-
ной и отделенной от нуля при  вещественной
частью.

Простые, но громоздкие доказательства этих
утверждений опустим.

Ниже рассмотрим критический случай, когда
выполнены равенства

(9)

где b0 – произвольный фиксированный параметр.
Найдем асимптотику при  всех тех корней

,   (5), вещественные ча-
сти которых стремятся к нулю при .
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Введем обозначение. Через 
обозначим такую величину, которая дополняет
до целого кратного 2π значение .

Лемма 3. Пусть выполнены равенства (9). Тогда
для  имеют место асимптотические равен-
ства

(10)

в которых

Напомним, что корню  уравнения (5) от-
вечает решение Эйлера  системы (4)

где  – собственный вектор
матрицы

отвечающий собственному значению iω0 + εi(θ –

–  + ... и для матрицы C =
=  имеем равенство Cg0 =
=  Ниже понадобится собственный вектор
q0 матрицы : . Удобно этот вектор
нормировать так, чтобы .

Линейная система уравнений (4) тогда имеет
совокупность решений с произвольными коэф-
фициентами 

(11)

Здесь  – “медленное” время, E(t, ε) =
=  + θ – , x = (1 –
– ,  – коэф-
фициенты Фурье 1-периодической по x функции

3. ПОСТРОЕНИЕ 
КВАЗИНОРМАЛЬНЫХ ФОРМ

Сразу отметим, что обоснование приводимых
ниже утверждений следует непосредственно из
алгоритма построения асимптотики решений ис-
ходной краевой задачи. Будем предполагать, что
выполнены равенства (9). Остановимся на наибо-
лее важной ситуации, когда 
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Основываясь на асимптотическом представле-
нии (11), решения нелинейной системы уравне-
ний (3) ищем в виде

(12)

Все фигурирующие в (12) функции 1-периодичны
по x. Здесь и ниже через  обозначаем слагаемое,
сопряженное к предыдущему.

Подставляя (12) в (3) и совершая стандартные
действия, будем последовательно определять ко-
эффициенты в (12). При  в первой степени полу-
чаем верное равенство. Собирая коэффициенты
при , приходим к системе уравнений для 
и  из которой находим, что

На следующем шаге соберем коэффициенты при
. В результате получаем систему уравнений для

определения  и 
Из нее сразу находим :

Условие разрешимости полученной системы от-
носительно  состоит в выполнении равен-
ства

(13)

и для  выполнены периодические краевые
условия

(14)

Для коэффициентов  верны равенства

Прежде чем сформулировать основной результат,
введем еще несколько обозначений. Фиксируем
произвольно . Через  будем
обозначать такую последовательность, что

 при  и .
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Теорема 1. Пусть выполнены условия (6), (7), (9)
и . Фиксируем произвольно .
Пусть  – ограниченное при 
решение краевой задачи (13), (14) при . Тогда
функция

при , , 
удовлетворяет системе уравнений (3) c точностью
до .

Это утверждение говорит о том, что при сфор-
мулированных условиях краевая задача (13), (14)
является квазинормальной формой для системы
уравнений (3). При выполнении равенств (13),
(14) функция  определяется. Соответству-
ющую формулу из-за громоздкости приводить не
будем.

4. ПРИМЕРЫ
В этом разделе приведем явный вид коэффи-

циентов, фигурирующих в (13). В первых двух
примерах сделано упрощающее предположение о
том, что

(15)
В этом случае уравнение (5) принимает вид

(16)

Рассмотрим отдельно случаи, когда  и когда
.

4.1. Случай  и 
Отметим, что при условиях (15) и

(17)
оба собственных значения матрицы B нулевые.
Будем предполагать, что выполнено условие не-
вырожденности

(18)
Равенство (16) тогда принимает вид

(19)

Положим здесь   и рассмотрим
выражение

где . Из (19)
получаем, что .
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ω ⋅ 3| ( )| = | |p b b

Пусть . Тогда находим, что

(20)

При  все корни (19) имеют отрицатель-
ные и отделенные от нуля при  веществен-
ные части, а при  в (19) есть корень с по-
ложительной и отделенной от нуля при  ве-
щественной частью.

Критический случай реализуется при

При условии  имеем , ,

. Если  и  то квазинор-
мальной формой является краевая задача (13),
(14), в которой , а  и  определя-
ются в (20).

4.2. Случай  и 

При этих условиях только одно собственное
значение матрицы B нулевое. Из уравнения (16)
тогда получаем, что

Положим здесь  . Тогда

Критические величины p0 и  определяются из
равенства

После того как значения p0 и  определены, по-
вторяем изложенный выше алгоритм нахождения
коэффициентов квазинормальной формы (13), (14).

4.3. Случай 

При условии B = I выполнено неравенство
 Пусть матрица A имеет пару ком-

плексных собственных значений , где ,
. Тогда корни характеристического уравне-

ния для системы

удовлетворяют равенствам
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Положим здесь

Критические значения для параметров  и b0
определяются из соотношений

Отсюда (учитывая, что , ) получаем ра-
венства

Квазинормальная форма в этом случае имеет вид

ВЫВОДЫ
Для системы из двух уравнений с запаздыва-

нием выделены критические случаи в задаче об
устойчивости состояния равновесия. Показано,
что эти критические случаи имеют бесконечную
размерность. В каждом из них построены квази-
нормальные формы, нелокальная динамика ко-
торых определяет асимптотическое поведение
решений исходной системы в окрестности состо-
яния равновесия. Квазинормальными формами
являются краевые задачи типа Гинзбурга–Лан-
дау. Отсюда можно сделать вывод о том, что
структура решений в полученных квазинормаль-
ных формах, а значит, и в исходной системе, мо-
жет быть достаточно сложной. Во многих случаях
квазинормальные формы содержат “внутрен-
ний” параметр , который бесконечно много раз
пробегает значения от  до  при стремлении к ну-
лю малого параметра. Это говорит о высокой чув-
ствительности динамических свойств исходной
системы к изменению ее параметров.
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DYNAMICS OF A SYSTEM OF TWO EQUATIONS WITH A LARGE DELAY
S. A. Kashchenkoa and A. O. Tolbeya
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P.G. Demidov Yaroslavl State University, Yaroslavl, Russian Federation

Presented by Academician of the RAS V.V. Kozlov

The local dynamics of systems of two equations with delay is considered. The main assumption is that the de-
lay parameter is large enough. Critical cases in the problem of the stability of the equilibrium state are high-
lighted and it is shown that they have infinite dimension. Methods of infinite-dimensional normalisation
were used and further developed. The main result is the construction of special nonlinear boundary value
problems which play the role of normal forms. Their nonlocal dynamics determines the behaviour of all solu-
tions of the original system in а neighbourhood of the equilibrium state.
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