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ВВЕДЕНИЕ

Перестановочные функции занимают важное
место в современной квантовой теории поля, по-
скольку связаны с немногими наблюдаемыми ве-
личинами этой теории. Первые перестановочные
соотношения были построены Дираком для фо-
тонов, подчиняющихся статистке Бозе-Эйн-
штейна в [1]. Затем Паули и Йордан представили
в [2] антикоммутатор для фермионов. C более по-
дробным описанием этот антикоммутатор по-
явился в статье Дирака [3] (в современном виде
содержится в [4], см. также [5, 6]).

Как отмечено в [7], в ранних работах по кван-
товой теории поля [1–3, 8–12], функции поля, а
вместе с ними и перестановочные функции вво-
дились в соответствии с концепцией квантования
в виде сумм по состояниям, определяемым вол-
новыми векторами, и лишь затем они заменялись
соответствующими интегралами. Впоследствии
перестановочные функции рассматривались в ос-
новном в виде интегралов (см., например, [13];
см. также [14, 15]).

В настоящей статье мы рассмотрим антиком-
мутатор, который появляется в выражении для
распределения электронов свободного поля реля-
тивистской теории Дирака (см. [2–4]). Однако, в
отличие от изучавшихся до этого интегральных
аналогов перестановочной функции, мы будем
исследовать эту функцию в том виде, в котором

она была введена первоначально, в так называе-
мом дискретном импульсном представлении, т.е.
в виде суммы по волновым векторам. При этом
мы будем основываться на физических обоснова-
ниях, данных в [4], и будем следовать обозначе-
ниям, введенным в [4].

Перестановочная D-функция в трехмерном
(по пространству) или, что то же самое, 4-х мер-
ном (по Минковскому) виде определяется выра-
жением:
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где 

В [4] подробно доказывается следующее свой-
ство антикоммутатора свободного поля реляти-
вистской теории Дирака  если
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где  есть волновой вектор длины  = k =

= ;  – любые целые числа,

m есть масса электрона, c – скорость света,  –
постоянная Планка. Здесь L есть нормировочный
множитель, представляющий длину ребра куба, в
котором заданы собственные функции операто-
ров энергии-импульса, удовлетворяющие усло-
виям периодичности на стенках этого куба. Чис-
ленные значения этих констант для электрона та-

ковы:  × 108 м, ,  < L < 10–6 м,

 × 108 м/сек. Заметим также, что нормиро-
ванная комптоновская длина волны электрона

 × 10–12 м.

ПРОСТРАНСТВЕННО-ОДНОМЕРНЫЙ 
СЛУЧАЙ

В этом случае  т.е. , kx – це-

лые числа, , отсюда

Заменяя в последней формуле kx на k и вынося за

знак радикала множитель , получаем

(4)

где

(5)

Выделяя в (4) слагаемое при k = 0, находим

(6)

Рассмотрим функцию , где N – натураль-
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Очевидно равенство

Определим количество нулей функции 
на интервале  Представим  в
следующем виде
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Отсюда для  имеем:

(11)

При  справедливы неравенства

; ; ; и из (11)

следовательно, функция  из (8), и
вместе с ней функция , имеет на проме-
жутке  не меньше, чем

нулей. Отсюда и из (6)–(7) функция  имеет
на  не меньше, чем

нулей. В частности, на интервале  есть по
крайней мере один нуль функции , если

Таким образом, мы доказали теорему
Теорема 1. Пусть  – комптоновская длина вол-

ны электрона. Функция  имеет на проме-
жутке  по крайней мере один нуль, при усло-
вии, что

(12)

ПРОСТРАНСТВЕННО-ТРЕХМЕРНЫЙ 
СЛУЧАЙ

Рассмотрим антикоммутатор Дирака в виде
(1). Имеет место

Теорема 2. Пусть  – комптоновская длина вол-
ны электрона. Функция  имеет на проме-
жутке  по крайней мере один нуль, при усло-
вии, что

(13)

Доказательство теоремы 2. Выделяя в (1) сла-
гаемое с , получаем равенство:
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где

(15)

Поскольку функция  – вещественная, а
комплексно сопряженная к ней функция  с
ней совпадает:

из (14)–(15) следует, что функция  – веще-
ственная, т.е. при вещественных  принимает ве-
щественные значения, и к ней применимы под-
ходы предыдущего параграфа. Пусть, для кратко-
сти,

(16)

тогда нули  являются нулями . Пусть N –
натуральное число, , и

(17)

где

Очевидно, что

Оценим снизу количество нулей , лежащих
на интервале . Как и выше, получаем
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(18)

причем

(19)

где

Оценим W сверху. Выделим в W слагаемые с

а остальные слагаемые объединим в сумму .
Получим
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, ,  принимают отрицательные и положи-
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Для последнего интеграла из (23) имеем

Отсюда

Последние два интеграла оцениваются подобно
вышеприведенным:
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Аналогично

Таким образом, получаем для W4 следующую
оценку:
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Из (20) и (24) находим
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отрицательные числа, и каждую скобку из (25)
можно заменить меньшим числом, а именно чис-
лом . Тогда вместо (25) получаем

Следовательно, правая часть в (19) удовлетворяет
соотношению

(26)

где

(27)

∞ − −− −

−−

+ + + +

+ +
−

  



<
4 3 4 3

2 2 22 2

0
4 5

2 2

(2 ) (2 )

1 (3 ) .
4 5

N N

N

k w dw k

k
N

−−

−−

−−


+ +− 

+ + +
−


+ + − − 







<
4 1

2 2
4

4 3
2 2

4 5
2 2

24 4(1 )
4 1

4 (2 )
4 3

1 (3 ) .
(4 3)(4 5)

N

N

N

W k
N

k
N

k
N N

+ +− −
+ + + + <

4 1 4 1
2 22 26(1 ) 12(2 )

N N

W k k

+ −− −

−−

+ + + + +
−

+ + +
− −

 



4 1 4 1
2 22 2

4 3
2 2

968(3 ) (1 )
4 1

96 (2 )
(4 1)(4 3)

N N

N

k k
N

k
N N

−−
+ +

− − −


4 5
2 224 (3 ) .

(4 1)(4 3)(4 5)

N

k
N N N

> 2N

+ 21 k
+ +− −

+ + + + +
−

  <
4 1 4 1

2 2 22 29626(1 ) (1 ) (1 )
4 1

N N

W k k k
N

+−

+−

+ + + +
− −

+ + +
− − −

 

 

4 1
2 2 22

4 1
2 2 32

96 (1 ) (1 )
(4 1)(4 3)

24 (1 ) (1 ) .
(4 1)(4 3)(4 5)

N

N

k k
N N

k k
N N N

+
+  

 + 


<

4 1
2 24 1

2 ,
1

N

N kk W B
k

+ + ++ + ⋅ +
− − −

+ + ++ ⋅ ⋅
− − −

  

  

2 2 2

2 2 2

1 1 1= 26 96 96
4 1 4 1 4 3

1 1 124 .
4 1 4 3 4 5

k k kB
N N N

k k k
N N N

Из (26), (27) легко видеть, что если взять  таким,
что

(28)

где  значит целую часть числа a, то ,

, , 4N – 3 

, , и, следовательно,

Кроме того, учитывая (28)

Подставляя эти оценки в (26), находим

(29)

При N, удовлетворяющем (29), функция  из
(18) имеет на промежутке  не меньше, чем

нулей. Отсюда и из (16)–(17) следует, что функ-
ция  имеет на  не меньше, чем

нулей. В частности, если

(30)

то на интервале  есть нуль . Из (30) сле-
дует утверждение теоремы.

Теорема доказана.
Замечание 1. Сравнение оценок (12) и (13) пока-

зывает, что при использовании примененного мето-
да оценки временного интервала, содержащего нуль
перестановочной функции, для трехмерного случая
оценка оказывается менее точной. Оценка в трех-
мерном случае получилась бы несколько лучше, если
брать немного меньшее число N, чем в (28).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Существование нулей антикоммутатора Пау-

ли–Йордана–Дирака (внутри светового конуса)
обсуждалось среди физиков (например, на шко-
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ле-конференции по математической физике в
Белграде “5th Mathematical Physics Meeting: Sum-
mer School and Conference on Modern Mathemati-
cal Physics (Belgrade, Serbia, July 6–17, 2008)”) как
аномалия теории Дирака, вследствие которой
должна реализовываться ненаблюдаемая анизо-
тропия пространства Минковского. При этом
каждое новое слагаемое меняет расположение
нулей перестановочной функции.

Следует отметить, что даже если сумма состоит
из двух слагаемых вида членов ряда (3), добавле-
ние третьего очень осложняет определение ново-
го местоположения нулей такой суммы. Когда же
суммируются миллионы слагаемых, процесс
определения, как изменилось местоположение
нулей суммы с добавлением еще одного слагаемо-
го, становится запредельно сложным.

Как известно, в квантовой теории поля сво-
бодных фермионов для того, чтобы провести не-
зависимое измерение (скажем, плотности фер-
мионного заряда), необходимо и достаточно вы-
полнение условия (2). Допустим, что имеется
компьютер со сверхпамятью, который, зная все
данные о Вселенной, подсчитал, что нуль по време-
ни перестановочной функции будет в момент .
Однако, следующий квант времени меняет рас-
положение нулей, и уже через квант времени в
момент  (очевидно, что квант времени – это ми-
нимальное время любого измерения) функция (3)
будет иметь отличное от нуля значение, а значит,
независимое измерение невозможно. Так что ну-
ли у перестановочной функции есть, а независи-
мые измерения с их использованием произвести
невозможно. С другой стороны, само наличие ну-
лей по временной переменной  у антикоммута-
тора свободного поля фермионов Дирака, долж-
но иметь какой-то дополнительный физический
смысл.

Заметим, что исследовать конечную большую
сумму со слагаемыми подобными членам беско-
нечного ряда (1) сложно (см. [16]), и уместно ис-
следовать такую функцию в виде (1) или (3) с лю-
быми целыми, положительными и отрицатель-
ными, значениями , а сам бесконечный
ряд рассматривать как приближение актуальной
большой конечной суммы.

В дальнейшем предполагается исследовать ан-
тикоммутатор Паули–Йордана–Дирака на нули
по пространственным переменным. Здесь возни-
кает интересный вопрос о суммируемости ряда
(3). Если суммировать его по кубам (как предпо-
лагалось в [4]) или шарам, то это будет расходя-
щийся ряд. Поэтому естественно суммировать
его по таким пространственным фигурам, кото-
рые будут определять условия сходимости этого
ряда.
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