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В работе изучаются уравнения Фоккера–
Планка–Колмогорова, коэффициенты которых,
а в параболическом случае и начальное условие,
измеримо зависят от параметра. В предположе-
нии наличия решений доказано существование
измеримого по параметру решения. Важная осо-
бенность и новизна основного результата состоят
в том, что единственным требованием является
измеримость коэффициентов и начального усло-
вия по параметру. Полученные результаты могут
быть полезны в теории управляемых диффузион-
ных процессов (см. [1, 2]) и общей теории диффу-
зионных процессов (см. [3]). Комментарии по ис-
тории уравнений Фоккера–Планка–Колмогоро-
ва см. в [4], где есть обширная библиография.
Здесь отметим лишь, что математическое иссле-
дование таких уравнений было начато Колмого-
ровым, до этого они использовались в физиче-
ских работах, в том числе Фоккером и Планком, а
в специальном случае оператора Лапласа также
Эйнштейном, связавшим их с диффузией.

Пусть U – суслинское пространство (напри-
мер, полное сепарабельное метрическое про-
странство). Через  обозначим класс всех сус-
линских множеств в U (см. [5, гл. 6]), а через

 порожденную им -алгебру. Для наших це-
лей можно считать U подмножеством отрезка, так
как имеется борелевский изоморфизм между U и

6U

σ 6( )U σ

некоторым суслинским подмножеством  (см.
[5, теорема 6.7.4]). Напомним, что множества из

 измеримы относительно всех борелевских
мер на U (см. [5, теорема 7.4.1]).

Через  обозначим пространство всех бо-
релевских вероятностных мер на  со слабой то-
пологией (см. [5] или [6]), которая метризуема
метрикой Канторовича–Рубинштейна, порож-
денной нормой Канторовича–Рубинштейна

заданной на всем пространстве знакопеременных
мер, где Lip1 – множество 1-липшицевых функ-
ций. Метрика Канторовича–Рубинштейна пре-
вращает  в полное сепарабельное метриче-
ское пространство. Через  борелевскую -
алгебру метрического пространства X (в основ-
ном ), а через  будем обозначать борелев-
скую -алгебру пространства мер .

Пусть  – борелевское отображе-
ние из  в пространство неотрицательно
определенных симметричных операторов в ,

 – борелевское отображение из
 в , , . Положим
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,
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на множестве  тех пар , для которых инте-
грал существует. Тогда это множество борелев-
ское и функция  измерима по Борелю на нем.

Доказательство. Для ограниченной функции f
это хорошо известно (см. [6, теорема 5.8.4]), а об-
щий случай из этого сразу вытекает, так как 
есть множество пар, для которых имеется конеч-
ный предел интегралов от  относительно

, где , сама же функция
 на  равна пределу интегралов от 

относительно .  
Предположим, что для всякого  непусто

множество  решений  стационарного
уравнения Фоккера–Планка–Колмогорова

понимаемого в смысле тождества

где  – множество всех бесконечно диффе-
ренцируемых функций с компактным носителем.

Теорема 1. Для каждого  есть такое реше-
ние  уравнения , что отобра-
жение  будет измеримо относительно -
алгебр  и .

Доказательство. В пространстве 
рассмотрим множество

Это множество является борелевским. В самом
деле, оно задается как пересечение множеств ,
состоящих из таких пар , что

где  – такой счетный набор функ-

ций, что для всякой функции  найдет-
ся последовательность функций в этом наборе,
имеющих носители в общем шаре и сходящаяся к

 равномерно вместе с первыми и вторыми про-
изводными. При этом каждое множество  – бо-
релевское в силу леммы. Борелевское множество 
служит графиком многозначного отображения 
из U в множество непустых подмножеств .
По классической теореме об измеримом выборе
(см. [5, теорема 6.9.2]) существует отображение
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 с , измеримое относи-
тельно  и .

Функция  на  называется компактной,
если множества  компактны; для непрерыв-
ной V это равносильно условию .

Для числа  символом  будем обозна-
чать множество таких функций на , что для вся-
кого шара  найдется такое , что f на B входит
в . Аналогично вводится .

Теорема 2. Пусть  и  либо непрерывны по ,
либо при каждом  на каждом шаре отображе-
ния  и  ограничены, почти всюду  и

.
Предположим также, что для каждого  су-

ществуют такие компактная функция  и
число , что

Тогда для каждого  можно найти такое ре-
шение  уравнения , что отоб-
ражение  будет измеримо по Борелю.
При этом во втором случае плотность  меры

 можно выбрать борелевской на .
Доказательство. Заметим, что в обоих указан-

ных случаях при каждом фиксированном 
сечение

компактно в слабой топологии. В самом деле, пусть
дана последовательность . Существование
функции  влечет оценку (см. [4, § 2.3])

дающую равномерную плотность мер , т.е. для
каждого ε > 0 есть такой компакт , что 
для всех . Перейдя к подпоследовательности,
можно считать, что меры  слабо сходятся к не-
которой вероятностной мере . В случае непре-
рывных коэффициентов сразу получаем .
Во втором из двух случаев из формулировки су-
ществуют плотности  мер , причем на каждом
шаре  радиуса  с центром в нуле функции

 равномерно ограничены в .
Как отмечено в [4, замечание 1.5.5], это следует из
доказательства в [4, теорема 1.5.2], где показано,
что найдется постоянная , зависящая от R и от

, для которой
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для всякого решения  уравнения  = 0
и всех непрерывных функций f с носителем в .
Из этой оценки получаем

для всех n. По условию имеется , для
которого . Поэтому найдется

, для которого , а

именно q = . В самом деле,  +
+ pd, так как , а также , так как

. По неравенству Гёльдера со степе-
нями  и  имеем

т.е. есть ограниченность в , позволяющая
выделять подпоследовательности, слабо сходя-
щиеся в . Еще раз переходя к подпоследова-
тельности с помощью диагонального метода,
можно считать, что ограничения плотностей  на
каждый шар  слабо сходятся в . Из этого
следует, что для каждой функции  ин-
тегралы от функций  сходятся к интегралу от

функции , значит, .
Теорема об измеримом выборе (см. [5, теорема

6.9.7]) в обоих случаях дает решение , боре-
левски зависящее от . Во втором случае получа-
ем плотности , которые обладают тем свой-
ством, что борелевскими по  оказываются инте-
гралы от ограниченных непрерывных функций
по мерам . Из этого следует борелевость по 
интегралов функций  по шарам. Тогда боре-
левскую версию самой плотности  можно
получить как , где  – объ-

ем шара , в тех точках x, где предел есть (он есть
почти всюду), а в остальных точках версию можно
доопределить нулем. Полученная функция явля-
ется борелевской по совокупности переменных,
поскольку таковы функции ,
борелевские по  и непрерывные по .  

Замечание 1. (i) Из доказательства видно, что
во втором случае из предыдущей теоремы условие
локальной ограниченности коэффициентов  и

 можно ослабить до принадлежности к  на
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каждом шаре B, где  таково, что суже-
ние  на B входит в . В самом деле,

 и .
(ii) Если во втором случае усилить условие на

матрицы , потребовав принадлежность матрич-
ных элементов к классу Соболева  с

, то вероятностные решения рассматривае-
мых уравнений будут единственными (см. [4, тео-
рема 4.1.6(iii)]), поэтому заключение теоремы бу-
дет состоять в том, что эти единственные реше-
ния зависят от параметра  борелевски. Конечно,
если просто предположить единственность веро-
ятностного решения при каждом , то без всяких
дополнительных условий оно будет борелевски
зависеть от , причем для этого не нужны теоре-
мы об измеримом выборе, а достаточно сослаться
на тот факт, что отображение суслинских про-
странств с борелевским графиком является боре-
левским (см. [5, лемма 6.7.1]).

Перейдем к параболическому уравнению. Пусть
 – борелевское отоб-

ражение из , где , в пространство
неотрицательно определенных симметричных
операторов в ,  – бо-
релевское отображение из  в . Кроме
того, пусть задана мера . Для функций

 положим

Задача Коши для уравнения Фоккера–План-
ка–Колмогорова

(1)

имеет вероятностное решение , если

отображение  из  в  непрерывно,
коэффициенты aij и  интегрируемы относитель-
но меры  на компактах в  и

для всякой функции  выполнено ра-
венство

(2)

Перейдем к задаче с параметром. Пусть
 – борелевское

отображение из  в пространство не-
отрицательно определенных симметричных опе-
раторов в ,  – бо-
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релевское отображение из  в .
Кроме того, пусть задано борелевское отображе-
ние  из  в . Предположим, что для
всякого  непусто множество  вероятност-
ных решений уравнения (1) с  и .

Через  обозначим пространство непрерыв-

ных отображений  из  в , наделен-
ное метрикой

Это пространство полно и сепарабельно.
Теорема 3. Для каждого  найдется такое

решение ,  уравнения
(1), что отображение  измеримо относи-
тельно σ-алгебр  и .

Доказательство. Введем множество

Как и выше, это множество задается счетным
числом равенств

где . Задающие эти равенства
функции являются борелевскими на , по-
этому множество  борелевское. Остается при-
менить теорему об измеримом выборе. 

Замечание 2. Даже при отсутствии явного па-
раметра можно считать параметрами коэффици-
енты уравнения, а в параболическом случае и на-
чальное условие, если множество  рассматривае-
мых параметров наделено подходящей суслинской
топологией, для которой функции , 
будут борелевскими на .  Доказанные
результаты означают возможность выбора реше-
ния, измеримо зависящего от коэффициентов (и
от начального условия) в предположении суще-
ствования решений.

Следствие 1. Предположим, что коэффициенты
уравнения (1) локально ограничены на компактах в

 и решение  существует для каждой
начальной меры Дирака  в точке . Тогда решение

существует для всякой начальной меры .
Доказательство. По доказанной теореме мож-

но выбрать решения  посред-
ством отображения, измеримого относительно

 и , а потому измеримого относитель-
но меры . Положим
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где интеграл понимается в смысле равенства

на борелевских множествах . Тогда . Для
всякой ограниченной непрерывной функции f на

 функция

непрерывна в силу теоремы Лебега о мажорируе-
мой сходимости и непрерывности отображений

. Следовательно, непрерывно отображе-
ние  со значениями в . Для всякой
функции  при всех  выполнено ра-
венство (2) с . Интегрируя по мере , по-
лучаем это равенство для .

Как и в эллиптическом случае, приведем до-
статочное условие существования борелевской
выборки.

Теорема 4. Пусть  и  либо непрерывны по
, либо при каждом  отображения  и 

ограничены на компактах в , 
почти всюду и .

Предположим также, что для каждого  су-
ществуют такие компактная функция  ∩
∩ L1(ν(u)) и число , что

Тогда для каждого  можно найти такое ве-
роятностное решение  уравнения (1), что отоб-
ражение  будет измеримо по Борелю. При
этом во втором случае плотность  меры 
можно выбрать борелевской на .

Доказательство. Опять надо проверить ком-
пактность сечений  множества  из предыду-
щей теоремы. Неясно, верно ли это для указан-
ной топологии, порожденной нормой, но для
применения теоремы об измеримом выборе до-
статочно установить компактность  в более
слабой топологии на , для которой  остается
борелевским (тогда  будет лузинским простран-
ством), см. [5, теорема 6.9.7] или [7, с. 224, 225]).
В качестве такой топологии мы возьмем тополо-
гию, порожденную счетным набором полуметрик
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где  – счетное семейство функций
из доказательства теоремы 1.

Пусть  фиксировано и дана последователь-
ность решений  уравнения (1) с коэф-
фициентами  и  и начальным условием .
Из существования функции  с указанными
свойствами следует оценка

с некоторым C > 0, см. [4, следствие 7.1.2], где
оценка гарантируется при почти всех , но в на-
шем случае в силу непрерывности  по  и не-
прерывности  она верна для всех . Из
этой оценки вытекает, что для каждого  последо-
вательность мер  равномерно плотна. В силу
ограниченности  и  на компактах и равенства

при фиксированном  j функции

равномерно липшицевы. Перейдя к подпоследо-
вательности, можно считать, что последователь-
ность  сходится по каждой из полуметрик .
Так как при фиксированном  меры  равно-
мерно плотны, то в силу выбора набора  имеет
место слабая сходимость мер  к некоторой ме-
ре . Тогда решения  сходятся по полуметри-
кам  к отображению . Кроме того, меры

 слабо сходятся к мере . Прове-
рим, что полученное отображение входит в ,
т.е. непрерывно и удовлетворяет уравнению.

Для проверки непрерывности надо показать
непрерывность по  интегралов

для каждой ограниченной непрерывной функции .
Равномерная плотность мер  сводит это к слу-
чаю функции с компактным носителем. Такие
функции равномерно приближаются функциями
из  с общим носителем, а для них непрерыв-
ность есть ввиду сходимости по полуметрикам .

Остается проверить выполнение уравнения.
Ясно, что . Как и выше, теперь до-
статочно установить равенство
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d
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ϕ
μ ,n t

ϕ{ }j
jd

μ μ ν0 ,0= = ( )n u

для всех j. Это равенство верно для мер , причем
левые части сходятся к левой части нужного ра-
венства. Докажем сходимость правых частей. В
случае непрерывных коэффициентов это просто.
Рассмотрим второй случай. В этом случае меры 
имеют плотности  (см. [4, теорема 6.3.1]), при-
чем из доказательства цитированной теоремы
следует, что для каждого компакта D в 
ограничения функций  на D равно-
мерно ограничены в . Как и выше, с по-
мощью неравенства Гёльдера проверяется, что
при некотором  сами плотности 

равномерно ограничены в . Опять можно пе-
рейти к подпоследовательности и считать, что для
всякого шара  в  и всякого отрезка 
функции  сходятся слабо в . Вви-
ду слабой сходимости мер  к мере

 полученный предел  есть плотность
меры . Пусть . Функция  огра-
ничена некоторым числом  и обращается в нуль
при  для некоторого . Увеличив ,
можно считать, что  при всех n и

. Пусть . Тогда интегралы от
 по  по всем мерам  и

 не больше . Интегралы по  есть
интегралы по . На этом множестве плот-
ности  слабо сходятся в , поэтому есть сходи-
мость и интегралов с ограниченной функцией .
Борелевская версия плотности во втором случае
строится так же, как для эллиптического уравне-
ния.

Замечание 3. Из доказательства видно, что во
втором случае из предыдущей теоремы условие ло-
кальной ограниченности коэффициентов  и 
можно ослабить до принадлежности к  на
каждом компакте K в , где 
таково, что сужение  на K входит в .

Селекция решений стохастических уравнений
с неединственными решениями изучается в [2, 3,
8]. О дифференцируемости решений уравнений
Фоккера–Планка–Колмогорова по параметру
см. [9–13]. Отдельно будет рассмотрен вопрос о
зависящих от параметра представлениях реше-
ний в принципе суперпозиции (см. [14]).

Статья опубликована при финансовой под-
держке Минобрнауки России в рамках реализа-
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FOKKER–PLANCK–KOLMOGOROV EQUATIONS WITH A PARAMETER
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aMoscow State Lomonosov University, Moscow, Russia
bNational Research University Higher School of Economics, Moscow, Russia
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For Fokker–Planck–Kolmogorov equations with coefficients depending measurably on a parameter we
prove the existence of solutions that are measurable with respect to this parameter.
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