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Пространство модулей голоморфных дифференциалов на кривых рода g допускает естественное
действие группы . Изучение орбит этого действия и их замыканий привлекло интерес широ-
кого круга исследователей в последние несколько десятилетий. В 2000-x годах К.~МакМаллен
описал бесконечное семейство орбифолдов, являющихся замыканиями таких орбит в пространстве
голоморфных дифференциалов на кривых рода 2. В пространствах голоморфных дифференциалов
на кривых старших родов известными примерами  орбифолдов, представляющих собой
объединения замыканий орбит действия группы  являются локусы Прима. Они непусты для
поверхностей рода не выше 5. В настоящей работе приведены первые нетривиальные вычисления
числа компонент связности в локусах Прима для поверхностей  старшего возможного рода.

Ключевые слова: плоские поверхности, пространства модулей, голоморфные дифференциалы
DOI: 10.31857/S2686954323600155, EDN: DAKSRS

R2( )GL

R2( )GL

Локусы Прима. Для компактной римановой по-
верхности X с голоморфной инволюцией 

обозначим через  пространство голоморф-
ных 1-форм на X, нечетных относительно , через

 -двойственное к нему пространство, че-

рез  группу -нечетных -циклов в X. Абе-
лево многообразие Prym(X, ρ) = , 
называется многообразием Прима. Кольцо его эн-
доморфизмов , ρ)) состоит из линей-
ных отображений , переводя-

щих решетку  в себя. Эндоморфизм T ∈
∈ End(Prym(X, ρ))называется самосопряженным, ес-
ли  относительно стандартного сим-

плектического спаривания на x, y  Если
 = 2, то 1-формы  называют-

ся дифференциалами Прима.

Для натурального , 1mod4 кольцо
,  (для целых b,

c), называется квадратичным порядком с дискри-

ρ →: X X
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минантом D. Многообразие Прима  до-
пускает вещественное умножение на , если в
кольце его эндоморфизмов есть собственное под-
кольцо , изоморфное  и
порожденное самосопряженным эндоморфизмом.
(Здесь “собственное” означает, что если  для
некоторого ненулевого , ρ)) и на-
турального , то ). Кольцо  действует так-
же на . Дифференциал Прима  для пары

 называется собственным дифференциалом При-
ма, если ; в этом случае .

Множество всех собственных дифференциа-
лов для фиксированного  называется локусом
Прима. Локусы Прима представляют собой орби-
фолды в пространствах модулей  голоморфных
дифференциалов на кривых рода ,  [10]. Из
формулы Римана–Гурвица вытекает, что для

 таких 1-форм нет.
Каждое пространство  стратифицировано;

страт  этой стратификации задается разбиени-
ем  числа  и состоит из 1-форм,
имеющих нули кратностей . Будем
обозначать через ΩED(κ) пересечение локуса Прима
со стратом H(κ). Каждый локус  яв-
ляется несвязным объединением конечного чис-
ла орбифолдов. Количество компонент связности
в  является важнейшей харакетристикой
геометрии стратов. Его подсчет для некоторых
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разбиений  при , 3, 4 выполнен в [4–6, 9]. В
роде  такие вычисления отсутствуют. На-
шим основным результатом является следующее
утверждение, полностью описывающее количе-
ство компонент связности в локусах Прима рода 5
для разбиения , т.е. для страта 1-форм с
двумя нулями 4-го порядка в . Локусы ΩE(4,4)
имеют комплексную размерность 3 ~ g3.

Теорема 1. Локусы Прима  не пусты и
имеют одну компоненту связности для всех .

Методы, использованные для получения этого
результата, используют геометрию взаимного
расположения нулей голоморфного дифферен-
циала на поверхностях, принадлежащих локусам
Прима. В случае, когда есть только один, ноль
они не применимы. Однако для рода 5 известно,
что локусы Прима в соответствующем страте пу-
сты. В случае страт старшей размерности исполь-
зовать данный подход оказывается сложнее, хотя
мы надеемся получить результаты и для стратов с
большим числом нулей.

Для пары  и собственного дифференциа-
ла Прима ω положим . На  существует
мероморфный квадратичный дифференциал q с
полюсами кратности не выше 1, такой, что

. Полюса квадратичного дифференци-
ала q лежат в образах неподвижных точек инво-
люции  [1]. Поскольку  = 2, имеем

 = 2, т.е.  = 3. Поэтому разность ко-
личества нулей и количества полюсов квадратично-
го дифференциала q равна  – 4 =
= 4g(X) – 12 = 8. Нули квадратичного дифферен-
циала q могут быть либо на один меньшей кратно-
сти, чем у ω, либо удвоенной кратности, если у ω
есть пара нулей равной кратности, переставляе-
мых инволюцией ρ.

Периодические направления. Всякий ненуле-
вой голоморфный дифференциал на римановой
поверхности определяет на ней плоскую метрику
с коническими особенностями в нулях диффе-
ренциала. Поэтому точки  пространств 
называют плоскими поверхностями. Отрезки гео-
дезической в этой метрике с началом и концом в
особых точках называются седловыми связками.
Поверхность  называется вполне периодиче-
ской вдоль данного направления , если каждая иду-
щая в этом направлении геодезическая либо за-
мкнута, либо представляет собой объединение
седловых связок; в этом случае направление  на-
зывается вполне периодическим. Длина седловой
связки в плоской метрике называется относи-
тельным периодом, а длина замкнутой геодезиче-
ской абсолютным периодом.

Изопериодические деформации. Изопериоди-
ческой деформацией плоской поверхности (X, ω) =

κ = 2g
= 5g

κ = (4,4)
5H

Ω (4,4)DE
≥ 4D

ρ( , )X
ρ= /Y X Y

⊗π ω 2* =q

ρ −Ωdim ( )X
−( ) ( )g X g Y ( )g Y

−4( ( ) 2)g X

ω( , )X gH

ω( , )X
θ

θ

=  называется непрерывный путь
,  в , вдоль которого интегралы

1-формы  по непрерывно деформируемым за-
мкнутым циклам постоянны. Любая изопериоди-
ческая деформация, соединяющая пару  с

, гомотопна композиции сдвигов, склейки
и расщепления нулей дифференциалов . При
сдвиге нуля 1-формы на малую величину  ко
всем ее относительным периодам с началом в
этом нуле прибавляется ; расщепление нуля по-
рядка  заменяет его на пару нулей порядков

, ; склейка – обратное преобразо-
вание к расщеплению; эти деформации подробно
описаны в [7].

Пусть 1-форма  на римановой поверхности
 имеет два нуля, порядков  и  соответствен-

но, . Предположим, что эти два нуля
соединены парой седловых связок одинаковой
длины, идущих в одном и том же направлении .
В этом случае интеграл от  по циклу, представ-
ляющему собой объединение этих двух седловых
связок, равен . Сдвигая второй нуль к первому в
направлении , мы получаем изопериодическую
деформацию пары . Ее пределом при стрем-
лении относительного периода к нулю, т.е. при
стягивании цикла в точку, является особая рима-
нова поверхность. Такая изопериодическая де-
формация называется пламбингом. Более общим
образом, пламбинг возникает в случае, когда два
нуля 1-формы соединены двумя или более седло-
выми связками одинаковой длины, идущими в
одном и том же направлении.

Доказательство Теоремы 1 разбивается на не-
сколько лемм.

Лемма 1. Если , то соответ-
ствующая инволюция Прима  не имеет
неподвижных точек.

Доказательство. Поскольку , род по-
верхности  равен 3. Квадратичный диффе-
ренциал , поднимающийся в , может иметь
только один нуль порядка 8. В этом случае у него нет
полюсов, а значит, у инволюции  нет неподвиж-
ных точек.

На всякой поверхности Прима есть вполне пе-
риодическое направление [3], быть может, не
единственное. Для произвольного вполне перио-
дического направления на  седловые связки
при действии инволюции  переходят в седловые
связки. Поэтому из отсутствия неподвижных то-
чек у  следует, что все множество седловых свя-
зок разбивается на пары, связки внутри каждой
из которых переставляются инволюцией .

Лемма 2. Любой собственный дифференциал
Прима  можно соединить непре-
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НЕНАШЕВА

рывным путем в  с собственным диффе-
ренциалом, для которого имеется вполне периоди-
ческое направление с седловой связкой, соединяющей
различные нули.

Доказательство. Пусть у поверхности  все
седловые связки вдоль вполне периодического
направления  замкнуты, т.е. конец каждой из
них совпадает с ее началом. При изопериодиче-
ском сдвиге одного из нулей 1-формы  выбран-
ное вполне периодическое направление меняется
непрерывно. Без ограничения общности мы мо-
жем считать это направление постоянным и гори-
зонтальным. При сдвиге нуля 1-формы  на век-
тор  ко всем ее относительным периодам до-
бавляется величина . Подобрав значение
величины  таким образом, чтобы аргумент некото-
рого результирующего относительного периода
совпал с направлением , т.е. этот относительный
период стал вещественным, мы добьемся того,
что абсолютный и относительный период проде-
формированной -формы станут пропорциональ-
ны друг другу. Последнее означает, что у вполне
периодического направления найдется седловая
связка, соединяющая различные нули.

Лемма 3. Любой собственный дифференциал
Прима  можно соединить непре-
рывным путем в  с собственным диффе-
ренциалом, полученным пламбингом либо из плоской
поверхности в  или , либо из особой по-
верхности, являющейся объединением двух поверх-
ностей, каждая из которых лежит в .

Доказательство. При изопериодических сдви-
гах относительные периоды по седловым связкам
в каждой паре, определенной инволюцией , ме-
няются на одну и ту же величину, поэтому на но-
вой поверхности также имеется инволюция При-
ма. Поскольку длины абсолютных периодов со-
храняются, новая 1-форма является собственной
для этой инволюции, а значит такие сдвиги зада-
ют пути вдоль .

По лемме 2, существует путь в поверхность с
парой незамкнутых седловых связок в выбранном
вполне-периодическом направлении. Поскольку
два нуля дифференциала Прима  переставляют-
ся инволюцией , каждая пара незамкнутых свя-
зок образует абсолютный цикл, интеграл от  по
которому равен нулю. Сдвигая один из нулей
вдоль направления , можно уменьшить относи-
тельные периоды, получив пару седловых связок
(быть может, не одну) с концами в различных ну-
лях, такую, что длина образованного ими цикла 
сколь угодно мала. Такую поверхность можно по-
лучить пламбингом из поверхности, результат
нормализации которой является поверхностью
меньшего рода. По формуле Римана–Гурвица,
два нуля 1-формы  соединены в направлении 
либо двумя седловыми связками одинаковой дли-

Ω (4,4)DE

X

θ

ω

ω
∈ Cc

c
c

θ

1

ω ∈ Ω( , ) (4,4)DX E
Ω (4,4)DE

(6)H (1,1)H

(2)H

ρ

Ω (4,4)DE

ω
ρ

ω

θ

γ

ω θ

ны, образующими один абсолютный цикл, либо
четырьмя седловыми связками одинаковой дли-
ны, разбитыми на два -инвариантных абсолют-
ных цикла. В первом случае результатом вырож-
дения является поверхность из страта , если
абсолютный цикл не разделяющий, и пара по-
верхностей из страта , если он разделяющий.
Во втором случае мы получаем поверхность из
страта .

Лемма 4. Поверхность  из локуса 
при данном значении  можно получить пламбин-
гом только из особых поверхностей, результат нор-
мализации которых принадлежит локусам 
или , либо образован парой поверхностей в

.
Доказательство. Инволюция Прима на рима-

новой поверхности продолжается по непрерыв-
ности до инволюции Прима на поверхностях, по-
лученных из нее сдвигом. Поэтому на каждой по-
верхности, являющейся результатом пламбинга
особой римановой поверхности Прима, зафикси-
рована голоморфная инволюция. При пламбинге
поверхности из страта H(6) особая точка раздува-
ется в абсолютный цикл инвариантный относи-
тельно действии инволюции, причем значения
остальных абсолютных периодов не меняются.
Поэтому, если 1-форма на продеформированной
поверхности лежит в , то и предельная 1-фор-
ма на поверхности в H(6) задает точку в .
При этом, по построению, точка пламбинга –
единственная неподвижная точка инволюции
Прима. Для страта  аналогичное рассужде-
ние показывает, что возмущаемая особая поверх-
ность лежит в . В случае разделяющей
петли  аналогичное вычисление показывает, что
пламбинг применяется к особой поверхности,
образованной склейкой по одной точке двух эк-
земпляров одной поверхности из .
Здесь точка пламбинга это единственный ноль
дифференциала на каждой копии.

На пространстве  определено естественное

действие группы , возникающее как обоб-
щение ее действия на пространстве плоских то-
ров  [8]. Страты  инвариант-
ны относительно этого действия. Каждая компо-
нента связности локуса Прима представляет
собой афинно-инвариантный орбифолд. Афинно-
инвариантным орбифолдом называется замкнутое
связное подмножество , являющееся об-
разом какого-то орбифолда  при собственной
иммерсии f, такой, что для любой точки  най-
дется открытая окрестность , такая, что
окрестность  точки  задается однород-
ными линейными уравнениями в координатах

ρ
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(2)H
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D
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периодов. Афинно-инвариантные орбифолды
инварианты относительно действия группы

 на  [11]. Операция пламбинга для точек
локусов Прима, в случае когда точки пламбинга
неподвижные точки инволюции или нули диф-
ференциала, эквивариантна относительно дей-
ствия группы . Здесь эквивариантность
означает, что действие элемента  переводит
окрестность, которую можно получить при плам-
бинге в разных направлениях из точки , в
окрестность, полученную пламбингом из точки

, где  – результат нормализации .

Эндоморфизм из кольца  можно пред-
ставить как целочисленный оператор, действую-
щий на векторах, составленных из абсолютных
периодов  по циклам, нечетным относительно
инволюции Прима. Условие того, что  является
собственным дифференицалом Прима, эквива-
лентно тому, что данный вектор абсолютных пе-
риодов является собственным для соответствую-
щего оператора с собственным значением из
кольца .

Лемма 5. В случае данного значения , ло-
кус  не содержит поверхности, которую
можно получить пламбингом из особых поверхно-
стей, результат нормализации которых принадле-
жит локусам .

Доказательство. Инволюция Прима на по-
верхности в , в отличие от инволюции в

, не меняет местами нули дифференциа-
ла. Пламбинг по конструкии осуществляется в
особой точке кривой, чья нормализация лежит

, при этом оба нуля возникают в точках
норамзиции. Поэтому по конструкции пламбин-
га, если на полученной поверхности в  есть
инволюция, переставляющая нули, то и поверх-
ность в  имеет в дополнение к инволю-
ции Прима симметрию второго порядка , пере-
ставляющую два нуля. На поверхности из

 инволюция  существует только при
условии, что абсолютные периоды попарно рав-
ны. Но это означает, что действием , мож-
но получить поверхность из того же локуса, со
значением периодов в  [2]. Следователь-
но, так как оператор эндоморфизма имеет целые
коэффициенты, собственное значение для векто-
ра периодов также целое, но оно принадлежит
кольцу , значит . Следовательно, при

 таких точек нет. В случае, если ,
действием  любую поверхность в 
можно перевести в поверхность, чей вектор пери-
одов целочисленный.

+
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+
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Для  любую поверхность в 
можно изопериодически продеформировать в
поверхность, полученную пламбингом из поверх-
ности в  или из двух экземпляров поверх-
ности в . Всякая поверхность, полученная
пламбингом из двух экземпляров одной поверх-
ности в , связана непрерывным путем
внутри страта с поверхностью, полученной плам-
бингом из . Такие пути задаются сдвигом
одного из нулей вдоль подходящей неразделяю-
щей кривой на поверхности. Наличие такой кри-
вой следует из классификации поверхностей в

 [9].

Наоборот, каждую поверхность из 
можно изопериодически продеформировать в
поверхность из .

Поскольку условие изопериодичности не за-
висит от относительных периодов, пламбинг
можно осуществлять в любом направлении. Мно-
жество поверхностей в , которые можно
получить пламбингом точки из , линейно
связно по конструкции. Отсюда вытекает, что
множество афинно-инвариантых орбифолдов в

 для  находится во взаимно-одно-
значном соответствии с множеством таких орби-
фолдов в . Поскольку страт  связен
и не пуст для  (см. [6]), страт  так-
же связен для . Для , , всякая
поверхность, полученная пламбингом из поверх-
ности в  или двух экземпляров одной по-
верхности в , связана непрерывным путем
внутри страта с поверхностью, полученной плам-
бингом из . Такие пути задаются сдвигом
одного из нулей вдоль подходящей неразделяю-
щей кривой на поверхности. Наличие такой кри-
вой следует из классификации поверхностей в

 [9].

Для D = 9 имеем , поэтому поверх-
ность из  может быть получена пламбин-
гом только из двух экземпляров одной поверхно-
сти в  или из поверхности в . Из
классификации поверхностей в 
вытекает наличие непрерывного пути между по-
верхностями этих двух типов, задаваемого изопе-
риодическими сдвигами.

В свою очередь, для D = 4 имеем ΩE4(6) =
= , поэтому поверхность может быть
получена только из поверхности в .
Страты  связны и непусты [9].
Локусы Прима , ΩED(6) пусты
для , [6, 9]. Доказательство закончено.
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