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Рассматривается динамическая система с ограничениями в виде линейных дифференциальных не-
равенств. Доказано, что в общем случае при наличии таких связей движение является безударным.
Показана возможность реализации таких связей силами вязкого трения. Приведен пример неголо-
номной системы, для которой с помощью численного моделирования показано, как с увеличением
степени анизотропии происходит переход от системы с анизотропным вязким трением к системе с
односторонними дифференциальными связями.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В работе рассматриваются вопросы динамики

механических систем, на движение которых на-
ложены ограничения в виде дифференциальных
неравенств. Связи такого вида называются одно-
сторонними, или неголономными дифференци-
альными связями. Они упоминаются в работах
[1, 2], однако конкретный интерес к ним про-
явился лишь в начале текущего века [3, 4]. В ука-
занных работах предлагался вывод уравнений
движения таких систем, основанный на локаль-
ных или интегральных вариационных принципах
[5, 6], и приводился пример такой системы – од-
носторонний конек Чаплыгина. В [3] показыва-
ется безударность односторонних дифференци-
альных связей в однородном случае. В [4] ставит-
ся вопрос о реализации таких связей силами
анизотропного вязкого трения, и дается пример
такой реализации для конька Чаплыгина.

В данной работе показывается безударность
односторонних дифференциальных связей в об-
щем случае. Показывается возможность реализа-
ции таких связей силами анизотропного вязкого
трения. Для некоторых систем методами ком-
пьютерного моделирования показывается, как с

ростом анизотропности происходит предельный
переход от систем с анизотропным вязким трени-
ем к системе с односторонми дифференциальны-
ми связями.

2. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ 
И БЕЗУДАРНОСТЬ

Классический подход к теории односторонних
связей состоит в распространении понятия про-
странства виртуальных перемещений на односто-
ронние связи. В этом случае к виртуальным пере-
мещениям относятся перемещения, направлен-
ные не только по касательной к границе связей,
но и внутрь области допустимой для движения. Та-
кой подход предлагается в работах [1, 2]. Рассмот-
рим механическую систему, состоящую из  мате-
риальных точек с радиус-векторами . Объ-
единим их радиус-векторы , i =  в один
вектор .

Пусть на систему наложены  двухсторонних
дифференциальных связей ,
где  – матрица размером ,  – век-
тор. Пусть также на систему наложено  односто-
ронних дифференциальных связей

(1)

где W – матрица размером ,  – век-
тор. Здесь и далее для вектора 
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выражение  означает, что неотрицательны
все его координаты , .

Если все неравенства (1) строгие, то мы нахо-
димся внутри области, допускаемой односторон-
ними связями. В этом случае односторонние свя-
зи не влияют на движение системы. Если в мо-
мент времени  в точке фазового пространства

 хотя бы одно из неравенств (1) становится
равенством, то будем говорить, что система вы-
шла на границу односторонних связей. В этом
случае на движение системы влияют только те не-
равенства, которые стали равенствами. Отметим
особо, что в дальнейшем, при использовании
неравенств (1) в граничных точках, будет подра-
зумеваться, что в данную систему неравенств
входят только неравенства, обращающиеся в ра-
венство.

Введем пространство виртуальных перемеще-
ний как множество векторов  из

. Для заданного положения точек системы  и
заданного момента времени  вектор  на-
зывается виртуальным перемещением, если для
него выполняются равенства  а так-
же, но только для граничных точек, выполняются
неравенства  Эти неравенства озна-
чают, что виртуальные скорости сдвига вдоль
виртуального перемещения направлены внутрь
области, допускаемой для движения односторон-
ними связями, или же по касательной к границе
связей.

Касательными перемещениями будем назы-
вать виртуальные перемещения, для которых вы-
полняются строгие равенства . Каса-
тельные перемещения образуют гиперплоскость
в , которую мы будем называть плоскостью
удара.

Мы считаем, что при выходе на границу одно-
сторонних дифференциальных связей возникают
ударные реакции, импульсы которых будем обо-
значать . Связи будем назы-
вать идеальными, если ударные импульсы на-
правлены внутрь области, допускаемой для дви-
жения односторонними связями. Это значит, что
для любых виртуальных перемещений выполня-
ется неравенство

(2)
Заметим, что если  касательное перемещение,
то  тоже касательное перемещение. Поэтому
для касательных перемещений в случае идеаль-
ных связей выполнено равенство 

Сформулируем теперь принцип виртуальных
перемещений Даламбера–Лагранжа. Пусть в мо-
мент  система выходит на границу односторон-
них дифференциальных связей. Применяя прин-
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цип освобождения от связей, освободим систему
от связей, заменив их реакциями связей. В соот-
ветствии с классической теорией удара постули-
руем, что существуют пределы справа и слева ско-
ростей точек системы , .
Тогда

В соответствии с теоремой об изменении им-
пульса системы в момент выхода на границу од-
носторонних связей, изменение импульсов то-
чек системы равно ударным импульсам реакций
связей:

Здесь M – матрица масс системы.

Введя обозначение , получаем
. Тогда условие идеальности (2) мож-

но записать следующим образом
(3)

Выполнение этого соотношения для любых вир-
туальных перемещений

(4)

будем называть принципом виртуальных переме-
щений в нашем случае. Для касательных переме-
щений выполнено

(5)

В соответствии с правилом множителей
Лагранжа получаем отсюда, что найдутся векторы

,  такие, что

(6)

Здесь выражение  означает транспонирование
матрицы .

Для ,  и  имеем

Значит
(7)

Для краткости введем несколько обозначений.
Пусть  – матрица размером , состав-
ленная из строк матриц  и W, так, что сверху рас-
положены строки матрицы , а под ними – строки
матрицы W. Также введем вектор , составлен-
ный из последовательно расположенных компо-
нент векторов  и 
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САЛЬНИКОВА и др.

Тогда  и ,  = 0
запишутся следующим образом

Отсюда получаем систему линейных уравнений
для 

(8)
Связи, наложенные на систему будем называть

независимыми, если ранг матрицы  максимален,
т.е. равен . Матрица масс M симметрическая,
положительно определенная. Если связи независи-
мы, то матрица  также симметрическая
и положительно определенная, т.е., в частности, не-
вырожденная. В этом случае из 
следует, что  и, значит, . Это озна-
чает, что в системе с односторонними дифферен-
циальными связями удары отсутствуют.

При выводе мы пользовались постулатом, что
при нахождении на границе односторонних свя-
зей скорости точек имеют пределы слева и справа
по времени. Обоснование этого предположения
будет дано в следующих разделах.

При выходе на границу односторонних связей
помимо ударных реакций с импульсами  на
точки системы будут действовать обычные реак-
ции связей, и уравнения движения в форме урав-
нений Лагранжа первого рода будут выглядеть
следующим образом

Множители Лагранжа  отличны от нуля только
тогда, когда система находится на границе одно-
сторонних дифференциальных связей.

При лагранжевом рассмотрении движения си-
стемы интегрируемая часть двухсторонних связей
заменяется геометрическими ограничениями на
положения точек системы. При локальном рас-
смотрении на конфигурационном пространстве
вводятся обобщенные координаты .
Двухсторонние связи задаются системой  ра-
венств  где A – матрица разме-
ром ,  – вектор. Односторонние
дифференциальные связи задаются системой s
неравенств  где W – матрица
размером ,  – вектор.

Будем считать, что система натуральная

 Ψ = ν λ λ μ μ 
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2

M q t q qL T V V q

Тогда уравнения Лагранжа второго рода выглядят
следующим образом

(9)

Множители Лагранжа  не положительны, и от-
личны от нуля только тогда, когда система нахо-
дится на границе односторонних дифференци-
альных связей:

Пусть связи однородны, т.е. . До-
множив уравнения Лагранжа на , получим

Значит, если функция Лагранжа не зависит от
времени, то выполняется обобщенный закон со-
хранения энергии (существует интеграл Якоби)

3. РЕАЛИЗАЦИЯ ОДНОСТОРОННИХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СВЯЗЕЙ 

АНИЗОТРОПНЫМ ВЯЗКИМ ТРЕНИЕМ
Рассмотрим натуральную механическую си-

стему с лагранжианом

Считаем, что на движение системы наложены
только односторонние дифференциальные связи

.
Пусть , и  – движение системы с на-

чальными условиями  на отрезке
. Тогда оно удовлетворяет уравнениям

Лагранжа второго рода

где  некая функция времени, зависящая от
движения, и принимающая ненулевые значения
только в те моменты времени, в которые

 = 0.

Обозначим через  строку i матрицы W,
. Компоненты вектора  обозначим че-

рез , т.е. 
Введем функцию :

Пусть  принимает натуральные значения ρ = 1,
2, 3, .... Отбросим односторонние дифференци-
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альные связи  и добавим в систему
обобщенные силы линейного вязкого трения

Пусть , и  – движение системы с на-
чальными условиями  на отрезке

. Для движения системы выполняются
уравнения Лагранжа второго рода

(10)

Мы покажем, что для достаточно малого ,
при  решения  и скорости  равно-
мерно по t сходятся к решению  и скорости

.
В фазовом пространстве системы введем коор-

динаты  так, что , ,
. В этих координатах уравнения движе-

ния можно записать следующим образом

(11)

где  – слагаемое, отвечающее обобщенным
силам вязкого трения, а  – остаток.

Односторонние дифференциальные связи за-
даются неравенствами

где  – некие функции. Обозначим через 
множество точек фазового пространства, допус-
каемых связями

Граница  этих связей определяется как часть
объединения гиперповерхностей

Мы предполагаем, что связи не вырождены, т.е.
что матрица связей W имеет максимальный ранг,
равный . В этом случае, вблизи границы  век-
торное поле  трансверсально соответствую-
щим гиперповерхностям и направлено внутрь об-
ласти 

Для  введем множество 

По построению составляющая  для точек из 
направлена внутрь этой области. С увеличением 
составляющая  растет как . Поэтому для за-
данного  существует натуральное , та-
кое, что при всех  вектор F направлен
внутрь области . Следовательно, решение си-
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стемы, начавшееся в области , останется в ней
во все время. При этом

Из этого выткает, что величины  ограни-
чены равномерно по  и .

Рассмотрим функции  как элементы про-

странства Соболева . Используя теорему
вложения, получаем, что  сходится равномерно
к некоторой функции , при этом производная

 также сходится, но слабо. Отсюда получаем
требуемое утверждение.

Однако можно и не использовать простран-
ства Соболева, а применить критерий Арцела к
семейству равностепенно непрерывных функ-
ций. Строгое доказательство, для краткости, при-
ведем в простом частном случае. Пусть есть обык-
новенное дифференциальное уравнение

Пусть нас интересует ограничение 
Для натурального  рассмотрим систему

(12)

Пусть  – решение системы, при , и
начальное условие  таково, что 

Надо показать, что решения  при 
равномерно сходятся к некоторой функции ,
такой, что  при всех , и которая удовле-
творяет уравнению

(13)

где , и  некоторая функция,
отличная от нуля только в те моменты времени,
для которых .

Предположим, что . Тогда при 
будет . Значит решение, начав-
шееся в области  не сможет попасть в об-

ласть .

Возьмем натуральное N достаточно большим,
и введем множество KN решений  для всех на-
туральных . Введем обозначение 
и будем рассматривать решения  как элемен-

ты пространства Соболева . По
построению множество KN ограничено в .

Поскольку  рефлексивно, и KN ограничен-
ное множество, то KN слабо компактно [7]. По-

εΣ<

−

−

ε ε
ε

1

1
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этому из  можно выделить последователь-
ность слабо сходящуюся к некоторой функции

. Будем нумеровать эту подпоследова-
тельность теми же индексами:  слабо в

.
По теореме вложения пространств Соболева

пространство  компактно вкладывается в
пространство . Поэтому ограниченное мно-
жество  в  отображается в предкомпактное
ограниченное множество в . Следовательно,
из последовательности  можно выбрать подпо-
следовательность, сходящуюся к  в смысле

, т.е. получаем последовательность, равно-
мерно сходящуюся на [0, a]. Оставим прежние
обозначения для этой подпоследовательности.
Таким образом

Кроме того  слабо в .
Как уже говорилось, можно и не использовать

пространства Соболева, а применить критерий
Арцела к семейству равностепенно непрерывных
функций. Поскольку функции  равномерно по t
ограничены, то в соответствии с критерием Арце-
ла из последовательности функций  можно вы-
брать равномерно сходящуюся подпоследова-
тельность. При этом можно далее выбрать подпо-
следовательность у которой также и производные

 будут сходиться, но слабо [7]. Для выбранной
подпоследовательности будет выполняться урав-
нение

ρ{ }x

∈* Nx K
→ *kx x

Ω1
2 ( )W

Ω1
2 ( )W
Ω0( )C

NK Ω1
2 ( )W

Ω0( )C
ρ{ }x

∈* Nx K

Ω0( )C

ρ≤ ≤
− → ρ → +∞

0
max || || 0 при .*t a

x x

ρ → *x x Ω2( )L

ρx

ρx

ρx

(14)

В этом уравнении  сходится равномерно, а
 – сходится слабо. Значит, и  сходится

слабо, и будет выполнено уравнение  +
+ μ(t)e.

4. ОДНОСТОРОННИЙ КОНЕК ЧАПЛЫГИНА
Пусть по горизонтальной плоскости 

скользит без трения однородный диск, положе-
ние которого определяется обобщенными коор-
динатами , где  – координаты центра
масс диска,  – угол поворота фиксированного
диаметра диска относительно оси Ox. На движе-
ние диска наложена связь

Лагранжиан системы равен

Здесь m – масса диска, J – момент инерции диска
относительно вертикальной оси, проходящей че-
рез его центр.

Уравнения движения (9) имеют вид

где  – некоторая неположительная функция,
отличная от нуля, только в моменты времени, в
которые .

Пусть в начальный момент выполняется строгое
неравенство . Тогда на началь-
ном отрезке диск будет скользить свободно, враща-

ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ

− ξ ρ

≠

 


1 1 1 1*= ( ), = ( ) ( ) ,

*= ( ), 1.i i

x f x x f x x x

x f x i

ρ*( )f x
ρx ρξ ρ1 1( )x x

 = *( )x F x

Oxy

ϕ( , , )x y ( , )x y
ϕ

ϕ − ϕ ≤ sin cos 0.x y

( )+ + ϕ 2 2 21= .
2

L mx my J

μ ϕ −μ ϕ ϕ = sin , = cos , = 0,mx my

μ( )t

ϕ − ϕ sin cos = 0x y

ϕ − ϕ sin cos < 0x y

Рис. 1. Одинаковые значения коэффициентов трения
с разных сторон.
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Рис. 2. Изменение начальных проекций скоростей ,
 и начальной угловой скорости w.
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ясь с постоянной угловой скоростью. Центр масс
будет двигаться по прямой с постоянной скоро-
стью. В какой-то момент система выйдет на ограни-
чения и будет выполнено  = 0. Тогда
конек находится в положении, направленном по
скорости движения центра. Затем движение по
касательной перейдет к обычной круговой траек-
тории диска с двухсторонним коньком.

Конек не сойдет с окружности. В самом деле,
условие того, что система не сойдет с границы,
является то, что реакция связи направлена строго
внутрь области, запрещенной неравенством свя-
зи. В данном случае реакция связи, приложенная
к центру диска, будет все время отлична от нуля и
направлена к центру круговой траектории центра
масс диска, т.е. в строну области, допустимой
связью.

Из уравнений движения для угла поворота
диска имеем

Из интеграла энергии следует, что центр диска
движется со скоростью

Из условия  получаем

Интегрируя эти уравнения, находим, что квадрат
радиуса  окружности, по которой движется
центр диска, равен

ϕ − ϕ sin cosx y

ϕ ω + ϕ ω ϕ ϕ ϕ0 0( ) = , где = (0), = (0).t t

+ 2 2 2= = const.x y V

ϕ − ϕ sin cos = 0x y

ϕ ω + ϕ
ϕ ω + ϕ




0

0

= cos = cos( ),
= sin = cos( ).

x V V t
y V V t

ρ2

+ρ
ω ϕ

 


2 22
2

2 2
(0) (0)= = .

(0)
x yV

В качестве приложения рассмотрим реализа-
цию односторонней дифференциальной связи
анизотропным вязким трением с помощью чис-
ленного моделирования. Представим движение
по горизонтальной плоскости однородного дис-
ка, к центру которого приложена сила линейного
вязкого трения, ортогональная скорости движе-
ния центра . Значение коэффициента трения
меняется в зависимости от направления проек-
ции скорости конька  следующим образом:

Получим качественное поведение конька в зави-
симости от различных значений коэффициентов
трения k и N.

u

u

− ≥ −= , 0, = , < 0.Tp TpF Nu u F ku u

Рис. 3. Изменение начальных проекций скоростей ,
 и начальной угловой скорости w.
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Рис. 4. Изменение начального угла наклона лезвия
конька относительно оси x.
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Для начала установим одинаковые значения
коэффициентов трения с обеих сторон, чтобы
сравнить с результатами, известными для уже
изученной системы. Начальные условия:  = 0,

, ,  = 0, .
Все траектории совпали: на графике мы ви-

дим, что при маленьких значениях трения конек
не успевает выйти на окружность, но по мере уве-
личения коэффициента трения конек начинает
закручиваться в спираль, которая в пределе стре-
мится к окружности.

Рассмотрим теперь случай, когда с одной сто-
роны трение очень большое , а с другой
стороны очень маленькое , и проварьиру-
ем начальные значения скоростей.

На полученном графике видно, что наша си-
стема ведет себя как односторонний конек: спер-
ва тело движется по прямой и затем выходит на
окружность, причем радиус этой окружности
совпадает с теоретическим. При различии на-
чальной угловой скорости в 3 раза, радиусы соот-
ветствующих траекторий отличаются во столько
же раз (пунктирная и точечная траектории).

Варьируя знаки начальных проекций скоро-
стей, можно увидеть, как отклоняется траектория
конька и сокращается расстояние, которое конек
проходит по прямой (точечная и сплошная траек-
тории).

Изменение начального угла наклона лезвия
конька относительно оси  также влияет на рас-
положение окружности. Так, на точечной и сплош-
ной траекториях видно зеркальное отклонение тра-
ектории при изменении угла на  радиан.

Зафиксируем теперь значение одного из коэф-
фициентов трения: . И посмотрим, как ве-
дет себя конек при варьировании значения N.

В данном случае был рассмотрен эксперимент
со следующими начальными условиями: ,

 = –1, , , ,
. Как видно из графика, при низких зна-

чениях коэффициента N (сплошная и пунктир-

(0)u
v(0) = 1 ω(0) = 1 =(0) (0)x y ∈ [0,10]t

= 5000N
= 0.1k

х

π

= 0.1k

(0) = 0u
(0)v ω(0) = 1 (0) = (0) = 0x y = 0.1k
∈ [0,10]t

ная траектории) конек не может перейти на тра-
екторию окружности.

Начиная со значения  конек начинает
закручиваться с самого начала и траектория ста-
новится спиралевидной, стремясь к центру иде-
альной окружности. При дальнейшем увеличе-
нии N траектория, как и ожидалось, стремится к
окружности.

В таблице, представленной ниже, указаны по-
грешности траекторий конька от идеального слу-
чая, когда на конек наложена связь.  – смеще-
ние центра траектории от центра идеальной
окружности. Координаты центра в экспериментах
считались как среднее значение координат, полу-
ченных на каждом шаге интегрирования.  – от-
клонение от идеального значения – среднего зна-
чения радиуса траектории, которое высчитыва-
лось как усредненное значение расстояний от
центра траектории до каждой из точек.

Чтобы сравнить значения погрешностей, в за-
висимости от других был проведен тот же экспе-
римент со значением k = 0 и  при тех же
начальных условиях. Получившиеся значения
представлены в табл. 1.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Построена математическая модель односто-

ронних дифференциальных связей. Корректность
построенной модели обоснована реализацией при
помощи анизотропного трения. Показано, что вы-
ход на границу таких связей происходит безударно,
что согласуется с [4]. В рамках построенной модели
проведен численный анализ движения односторон-
него конька Чаплыгина на горизонтальной плоско-
сти. Подтверждена корректность предлагаемой мо-
дели анизотропнопных неголономных связей.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Аппель П. Теоретическая механика. т. 2. М., Физ-

матгиз, 1960. 487 с.

= 10N

Δp

ΔR

= 100k

Таблица 1. Погрешность траектории при ; k = 0;  (  – отклонение центра предельной окружности
от идеальной,  – отклонение радиуса)

k = 0 k = 0

0.1 3.53 –2.75 3.3 –2.55 3.53 –2.75

1 1.35 –0.62 1.34 –0.60 1.35 –0.62

10 0.36 0.23 0.37 0.23 0.36 0.23

100 0.19 0.04 0.19 0.04 0.19 0.04

5000 0.18 0.0009 0.18 0.0009 0.18 0.0009

= 0.1k = 100k Δp
ΔR

= 0.1k = 0.1k = 100k = 100k

N Δp ΔR Δp ΔR Δp ΔR



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 514  2023

ДИНАМИКА СИСТЕМ С ОДНОСТОРОННИМИ 19

2. Жуковский Н.Е. Теоретическая механика. М., Л.,
Гостехиздат, 1952. С. 812.

3. Березинская С.Н., Кугушев Е.И., Сорокина О.В. О
движении механических систем с односторонни-
ми связями. Вестник московского университета,
сер. 1, математика, механика. 2005. Т. 3. С. 18–24.

4. Kozlov V.V. On the dynamics of systems with one-sided
non-integrable constraints, Theor. Appl. Mech. 2019.
T. 46. Bып. 1. C. 1–14.

5. Kozlov V.V. Integral Analogue of the Gauss Principle
University of Nis, The scientific journal Facta Univer-
sitatis, Series: Mechanics, Automatic Control and Ro-
botics. 2000. V. 2. № 10. P. 1055–1060.

6. Kozlov V.V. Gauss Principle and Realization of Con-
straints, Regul. Chaotic Dyn. 2008. V. 13. № 5. P. 431–
434.

7. Иосида К. Функциональный анализ. М., Мир,
1967. С. 624.

DYNAMICS OF SYSTEMS 
WITH ONE-SIDED DIFFERENTIAL CONSTRAINTS

T. V. Salnikovaa, E. I. Kugusheva, and A. A. Demidova

aLomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS V.V. Kozlov

A dynamical system with constraints in the form of linear differential inequalities is considered. It is proved
that in the general case, in the presence of such connections, the motion is shockless. The possibility of real-
izing such bonds by viscous friction forces is shown. An example of a nonholonomic system is given, for
which, using numerical simulation, it is shown how, with an increase in the degree of anisotropy, the transi-
tion from a system with anisotropic viscous friction to a system with one-sided differential constraints occurs.

Keywords: nonholonomic systems, one-sided differential constraints, anisotropic viscous friction
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