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Для эффективного численно-аналитического исследования суперэкспоненциального роста сред-
него потока частиц с размножением в случайной среде вводится новая корреляционно-сеточная ап-
проксимация однородного случайного поля плотности. Сложность реализации траектории части-
цы при этом не зависит от корреляционного масштаба. Тестовые расчеты для критического шара с
изотропным рассеянием показали высокую точность соответствующих оценок среднего потока.
Для сеточной аппроксимации случайного поля плотности обоснована возможность гауссовской
асимптотики средней скорости размножения частиц при уменьшении корреляционного масштаба.
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1. Известно (см., например, [1]), что плотность
потока частиц  в системе, образованной
размножающей средой в области D, в достаточно
широких условиях является асимптотически экс-
поненциальной по времени t: ,

 Временнáя постоянная  является веду-
щим характеристическим числом соответствую-
щего однородного стационарного кинетического
уравнения [1, 2], а  – стационарная плот-
ность потока (характеристическая функция этого
уравнения). Используемые здесь и далее обозна-
чения:  – полное сечение (коэффици-
ент ослабления); ,  – сечение
рассеяния,  – сечение деления,  – сечение
поглощения;  – число частиц, вылетающих из
точки деления;  – вектор скорости,  –
единичный вектор направления, ;  – про-
странственная точка.

С целью построения и исследования алгорит-
мов метода Монте-Карло далее в качестве соот-

Φ( , , )t r v
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ветствующей (см., например, [2]) математической
модели процесса переноса используется однород-
ная обрывающаяся с вероятностью единица цепь
Маркова, состояниями которой являются фазовые
точки , ( , ..., N) последова-
тельных “столкновений частицы с элементами
вещества” (где  – точка -го столкновения,  –
скорость непосредственно перед столкновением,
tn = ), которая определяется
плотностью  распределения начального
столкновения x0 и субстохастической плотностью

 перехода из состояния  в x [2]. Плотность

столкновений  представляет собой

ряд Неймана для интегрального уравнения вто-
рого рода , , где K – интеграль-
ный оператор с ядром  [2]; предполагается,
что .

Используемая обычно в теории переноса ин-
тенсивность излучения  (плотность потока
частиц) связана с плотностью столкновений со-
отношением . Методы Монте–
Карло, как правило, используются для оценки
линейных функционалов вида Jh = ,

. Для построения весовых алгоритмов ис-
пользуется цепь Маркова с начальной плотно-
стью  и плотностью перехода . При
этом вводятся вспомогательные веса по форму-
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лам Q0 = , Qn = 
Если выполняются “условия несмещенности”

[2], то , где  Если, кроме то-

го, , где Kp – оператор с ядром

, и , то . Слу-
чайная величина  называется “оценкой по
столкновениям” для функционала . Если все
весовые множители меньше единицы, то при

 имеем и . Известно (см., напри-
мер, [2]) соотношение, состоящее в том, что если
в реализуемой вспомогательной модели исполь-
зуется сечение поглощения , то текущий
вес частицы в момент времени  после реализации
столкновения домножается на величину 
и, следовательно, к получаемой в результате рас-
четов оценке значения  надо добавлять .

2. Далее рассматривается односкоростной
процесс переноса ( ) с изотропным рас-
сеянием (в том числе после деления).

Лемма 1. Согласно кинетическому уравнению [2]
односкоростной процесс переноса с изотропным
рассеянием можно упростить с сохранением пото-
ка  путем следующей замены параметров:

(1)

В упрощенном процессе каждое столкновение –
это деление с коэффициентом , а длина свобод-
ного пробега распределена с плотностью

, где  – оптическая
длина пробега [2]. Введя дополнительное искус-
ственное поглощение, согласно замечанию в
конце пункта 1, можно перейти к моделированию
процесса без размножения.

Предполагается, что  – однородное
изотропное случайное поле, причем отношения

,  фиксированы. Если ,
где  – индикатор области D, то функционал

 представляет
собой полный поток частиц в области  для за-
данного момента времени .

Как и в [3] полагаем, что  при

 для  и .

Соответственно этому, предполагая гауссовость
случайной величины  и равномерность (по )
предельного перехода , мож-
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но оценить асимптотику функции  = Jt
при :

где , . При этом также пред-

полагается, что множители  и  в асимп-
тотике слабо коррелированы и, следовательно,

. Используя интегральную формулу из
[4], далее получаем

(2)

Следовательно, можно предположить, что

(3)

Определяемый формулой (2) закон роста средне-
го числа частиц можно назвать “суперэкспонен-
циальным”. Отметим, что формулы (2), (3) могут
служить основой для численных исследований
конкретных вариантов задачи при  [3].

3. Символом  далее обозначается -крат-
ная производная от функции f по . Предполага-
ется, что  при .

Лемма 2. [3] Пусть точка  распределена
для  с плотностью , выполняются усло-
вия несмещенности [2],

Тогда выполняется соотношение , где

(4)

причем , . Справедливо ра-
венство

(5)

где  – соответствующие статистические оцен-
ки, получаемые методом двойной рандомизации [3].

Для каждой реализации среды здесь можно
строить лишь одну траекторию  частицы, ис-
пользуя (5) для .

Отметим, что полная дисперсия оценки 
оценивается сверху стандартным способом с по-
мощью линеаризации дроби (5).

4. Постановка задачи (мотивация работы). Ра-
нее суперэкспоненциальный рост среднего пото-
ка был получен авторами для сферически симмет-
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ричного случайного поля  [3]. Целью настоя-
щей работы является проведение аналогичного
исследования для более реалистичного (см., напри-
мер, [5]) однородного поля типа случайной мозаи-
ки Вороного (см. далее пункт 5). Для повышения
эффективности численно-статистических расче-
тов предложена универсальная корреляционно-
сеточная аппроксимация однородного поля с со-
хранением осредненного по реализациям корре-
ляционного радиуса , что обеспечивает, как по-
казали расчеты, достаточно точную оценку сред-
него потока при достаточно малых . Кроме
весьма существенного уменьшения трудоемкости
моделирования, такая аппроксимация дает воз-
можность исследовать флуктуации результатов,
соответствующие флуктуациям , и выяснить
возможность нормализации распределения пара-
метра  при уменьшении корреляционного
масштаба среды.

5. Детальные численные исследования (см.,
например, [6]) показали, что осредненная вероят-
ность прохождения частицы в значительной сте-
пени определяется корреляционным радиусом

, где  – коэффициент корреляции

между значениями поля ,  при ,
и одномерным распределением среды. В связи с
этим в настоящей работе для исследования осред-
ненного потока частиц в качестве базового ис-
пользуется имеющее простой геометрический
смысл мозаичное поле Вороного. Оно строится
на основе пуассоновского точечного потока ,

 интенсивности , который определяет
разбиение пространства на ячейки, каждая из ко-
торых является множеством точек, наиболее
близких к одной из точек потока (мозаика или
диаграмма Вороного). Геометрические свойства
такого разбиения детально изучены, например, в
[7]. Элементы разбиения являются выпуклыми
многогранниками, и  [7].

Предлагаемая в настоящей работе корреляци-
онно-сеточная аппроксимация поля 
строится путем разбиения пространства  на ан-
самбль  кубиков с ребром , в каждом из кото-
рых значения поля выбираются независимо из
одномерного распределения  (с конечной дис-
персией). Соответствующий эффективный кор-
реляционный радиус  получается путем осред-
нения указанного выше коэффициента корреля-
ции  по  и случайному направлению

, т.е. по формуле

(6)
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∞
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где  – расстояние от  до границы  в
направлении . Ясно, что  и .
Расчеты дали значение  с точностью,
не превосходящей 10–5. Отметим, что трудоем-
кость (сложность) построения траектории части-
цы для  не зависит от , что позволяет эффек-
тивно оптимизировать сеточную модель по числу

 траекторий, моделируемых для каждой реали-
зации  в алгоритме двойной рандомизации
при .

6. Для проведения тестовых расчетов рассмат-
ривался односкоростной процесс переноса ча-
стиц в шаре радиуса  со случайной
плотностью  и макроскопическими сече-
ниями , , , где

Одномерное распределение поля  равномерно
на отрезке . При  шар критичен:

.
Для построения эффективных алгоритмов ме-

тода Монте–Карло в сформулированную модель
было введено поглощение с постоянным неслу-
чайным коэффициентом , который приводит
к замене  , как указано в конце
пункта 1. Отметим, что такой прием является
универсальным и может существенно повысить
эффективность весового метода, исключая необ-
ходимость ветвления моделируемых траекторий.

На основе формулы (1) было использовано
осреднение, состоящее в том, что моделировался
процесс с константами ,  +
+ σc, , а вес в каждой точке столкновения
домножался на величину

при .
В расчетах, как и в [3], был использован метод

максимального сечения (см., например, [2]) с
. Для уменьшения дисперсии оценок,

основанных на соотношении (5), значения  и 
вычислялись для всех столкновений, включая
“дельта-рассеяние”, в отличие от работы [3], где
они вычислялись только для “физических” столк-
новений.

Плотность распределения первых столкнове-
ний была взята в виде

(7)

где  – улучшенное диффузи-
онное приближение к пространственной характе-
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ристической функции для ,  = 0.3739866
[8]. В (4) полагали также , где

, причем (см. [8])  =
=  + 0.71044). При

этом , т.е. вычисляются функци-
оналы от потока частиц. Расчеты показали, что ис-
пользование таких функциональных параметров
алгоритма существенно улучшает важную здесь
сходимость  при , , срав-
нительно с вариантом, в котором  определя-
ется формулой (7), а . Отметим, что фор-
мула (6) для сеточной мозаики дает значения

 = 2.186 при .
Базовый пуассоновский точечный поток для

поля Вороного строился в шаре радиуса R1 =
= . Проведенные в [6] модельные рас-
четы показывают, что такое ограничение потока
может обеспечить достаточно высокую точность
оценки средней вероятности вылета частицы, ко-
торая играет определенную роль в рассматривае-
мой задаче.

σ = 1 æ(1)
σ1( , ) = ( )/ ( )h hr v r r

1( ) = sin(æ(1) )/h r rr ρæ( )
( )π σ + νσ ρ σ + νσ( ) /( ( )s f s fR

Φ( ) ( )
1 0= ( , / )m m

t tJ h f f

ρ ρ → λ'( )/ ( )t tJ J → ∞t ∀ρ
( , )f tr

≡( , ) 1h r v

4.8762=L = 4.8762h

≈ +10 R L

В сеточной модели трудоемкость построения
конкретной траектории частицы существенно
меньше трудоемкости реализации поля , т.к. не
требуется “перебор” по  для определения

.
В табл. 1 приведены оценки функции

 и соответствующие значения средне-
квадратических погрешностей  для поля Воро-
ного (при ) и сеточной аппроксимации (при

). Здесь  – число траекторий.
Для двух вариантов поля – сеточного и Вороного

– при  были вычислены оценки функции
 в точках , приведенные на

графиках рис. 1, причем доверительные интервалы

имеют ширину , почти точно
совпадающую с размерами значков узловых зна-
чений. Затем на основе линейной регрессионной
аппроксимации (при ) были получены
оценки коэффициентов , a (см. табл. 2).

Таким образом можно констатировать, что в
решаемой задаче результаты, полученные на ос-
нове поля Вороного и соответствующей сеточной
аппроксимации, практически совпадают. Трудо-
емкость при переходе к оптимальной аппрокси-
мации сокращается примерно в 2 раза.

Расхождение оценок можно, в частности, объ-
яснить ограничением области моделирования
вспомогательного точечного потока, хотя значе-
ние  вычисляется без этого ограничения.

7. Остановимся теперь вкратце на возможно-
сти обоснования предельного гауссовского рас-
пределения величины  для сеточной модели по-
ля  в рассматриваемой задаче. Обозначим через

σ ( )h r
−| |ir r

σ ( )h r

−σexp( )t cJ t
δ

= 0m
= ≈ opt1M M sN

= 2.186L
'/t tJ J = 1,...,10,...,20t

±σ ±  '= D( / )/t t tJ J N

≤ ≤15 20t
2d

L

λ
σ

Таблица 1. Значения  при ,
 

t Поле Вороного Сеточная 
аппроксимация

1 0.124241 ± 0.000002 0.124242 ± 0.000002
5 0.173513 ± 0.000002 0.173495 ± 0.000002

10 0.129121 ± 0.000002 0.129093 ± 0.000002
15 0.096155 ± 0.000002 0.096152 ± 0.000002
20 0.071678 ± 0.000002 0.071699 ± 0.000002

−σ ± δ exp( )t cJ t × 9= 4 10sN
= 2.186L

Рис. 1. Оценки логарифмической производной и регрессионная аппроксимация.

0.0006
d ln Jt /dt

0.0005
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МИХАЙЛОВ, ЛОТОВА

 число элементов сетки (кубиков), полно-
стью или частично принадлежащих области 
объема . Предполагается, что при  выпол-
няется соотношение (в частности, для куба, ци-
линдра, шара)

(8)

где  – размер вписанной в D части сетки. Рас-
смотрим равенство , причем

, где  – “действующий” объем в D
сеточного элемента (в основном, вследствие (8)

), а  – независимые значения по-
ля , равномерно распределенные в ,
причем .

Далее предполагается, что

(9)

Формула Тейлора 2-го порядка с малыми прира-
щениями , , дает соотношение

которое позволяет сделать предположение (фак-
тически численно проверенное, как и (9), для те-
стового шара [3]) о том, что

(10)

Используя полученные соотношения на основе
формулы Тейлора 2-го порядка, получаем следу-
ющее асимптотическое представление

причем , |ηN| ≤

≤ . Отсюда, используя метод харак-
теристических функций и выполнение 
условий Линдеберга ([9], глава 3, параграф 4, (с))

для  вследствие ограниченности

величин , получаем следующее утверждение.
Теорема 1. Пусть выполняются соотношения

(9), (10) и  . Тогда, если n =

= hN N
D

V → 0h

+= ( ),h h hN n o n

hn
λ λ τ τ1= ( ,..., )N N

τ σ −v ,= ( 1)i i h i vi

= 3 /i hh V nv  σ ,h i

σ( )r − ε + ε[1 ,1 ]
τ ε 2 2 2D (1/3) /i hV n

∂ λ ≤ +∞
∂τ ∂τ

2

1 < ; , = 1,.., .N

i j

C i j N

τ τ= /i N = 1,...,i N

∂λ ∂λ
∂τ ∂τ1

=1

1 ,
N

N

i iN

∂λ
∂τ

(1) (2)
0 00 < < < , = 1,..., .

i

C C i N

 
 τ ∂λ ∂τ
 ε ∂ λλ + τ τ = ε ∂τ ∂τ  τ ∂λ ∂τ  
   

ε ξ + η






2
=1

, =1

=1

( / )

2
D ( / )

= ( ),

N

Ni N i
i

i jN
i j i j

i N i
i

N N

nC
Cn

C
n



 
τ ∂λ ∂τ ε 

 
 2 2

=1
D ( / ) /

N

i N i
i

C n

ε2
1 /(2 )C V n C

∀ε ∈ (0,1)

τ ∂λ ∂τ
=1

( / )
N

i N i
i

n

τin

λ (0,0,...,0) = 0N ∀N

= , а , то величина  сходится

по распределению к стандартной нормальной слу-
чайной величине.

Отметим, что использование формулы Тейло-
ра более высокого порядка при условии равно-
мерной ограниченности соответствующих произ-
водных сохраняет утверждение Теоремы 1, так
как дополнительные слагаемые в асимптотике
оцениваются степенями величины .

Напомним, что  и, следовательно,
.

Интересно отметить, что Теорема 1 согласует-
ся с результатами работы [5], в которой нормали-
зация распределения  была получена на основе
экспериментов для малой величины типа .
Фактически это же показали расчеты для модель-
ной сферически слоистой мозаики [3].

В заключение отметим, что разработанная ме-
тодика может быть использована для исследова-
ния потока частиц любого типа. В частности, в [3]
путем исследования мировой статистики ВОЗ для
COVID-19 был выявлен интервал значимого су-
перэкспоненциального роста числа зараженных
индивидуумов.
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Таблица 2. Регрессионные оценки коэффициентов a и d2 

t
Сеточная 

аппроксимация
Поле Вороного

L = 2.186

 × 105 –23 ± 5.0 –37 ± 5.0

 × 105 3.0 ± 0.3 3.5 ± 0.2

a

2d
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NUMERICAL-STATISTICAL INVESTIGATION OF SUPEREXPONENTIAL 
GROWTH OF THE MEAN PARTICLE FLUX WITH MULTIPLICATION 

IN A HOMOGENEOUS RANDOM MEDIUM
G. A. Mikhailova,b and G. Z. Lotovaa,b

aInstitute of computational mathematics and mathematical geophysics SB RAS, Novosibirsk, Russian Federation
bNovosibirsk State University, Novosibirsk, Russian Federation

The new correlative-grid approximation of a homogeneous random field is introduced for the effective nu-
merically-analytical investigation of the superexponential growth of the mean particles f lux with multiplica-
tion in a random medium. A complexity of particle trajectory realization is not dependent on the correlation
scale. The test computations for a critical ball with isotropic scattering showed high accuracy of the corre-
sponding mean flux estimates. For the correlative-grid approximation the possibility of Gaussian asymptotics
of the mean particles multiplication rate when the correlation scale decreases is justified.

Keywords: numerical statistical simulation, particles f lux, superexponential asymptotics, random medium,
the Voronoi mosaic, grid approximation
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