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Мы предлагаем вывод уравнений гравитации
из классического принципа наименьшего дей-
ствия в форме уравнений Власова-Пуассона с
лямбда-членом и применяем следствия типа Га-
мильтона-Якоби для получения космологиче-
ских решений, а также исследуем свойства точек
Лагранжа.

1. МЕТРИКА ЛОРЕНЦА 
И ЛЯМБДА ЭЙНШТЕЙНА

Рассмотрим следующее действие (ср. [1–15]):

при 

Варьируя по U, получим уравнения для полей:

Перейдем к действию для одной частицы, под-
ставив  = 
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Для данного действия Лагранжиан и Гамиль-
тониан выглядят следующим образом:

Таким образом, можем получить уравнение
Лиувилля для гамильтоновой системы

Мы вывели систему Власова-Пуассона для мет-
рики Лоренца по схеме работ [5–7, 18–22]
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Перейдем к гидродинамическим следствиям
этой системы по схеме тех же работ. Для этого вы-
полним подстановку f(t, x, p, m) =
= , где Q – макроскопиче-
ский импульс. Для Гамильтоновых систем проходит
и дальнейшая градиентная подстановка Q = .
Получим гидродинамическое Гамильтон-Якобиево
следствие уравнений Власова-Пуассона (см. [5–7,
16–22]) для общих гамильтоновых систем):

где 

Теперь рассмотрим уравнения в изотропном
случае, т.е. при U = U(r, t), ,

.

Из третьего уравнения в космологическом
случае, т.е. когда плотность не зависит от коорди-
наты  следует вид потенциала

, где .

Рассматривая космологический случай, можно
также преобразовать первые два уравнения:

H – постоянная Хаббла, из определения которой
следует уравнение:

решением которого является функция ϕ = H +

+

Таким образом, мы получили систему уравне-
ний Гурса
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Обозначим , . То-

гда , , .

Продифференцируем последнее уравнение по r.

Таким образом, если подставить в это уравнение

, ,

, то получим следую-

щее выражение

Если раскрыть скобки в этом уравнении, то в ле-
вой части получим выражение полиномиального
вида относительно r. Следовательно, коэффици-
енты при всех степенях r в этом выражении должны
будут равняться нулю. Рассмотрим коэффициент
при r8, как можно заметить при раскрытии первого
слагаемого степень r будет не больше 2, при раскры-
тии второго получим единственный член с этой сте-

пенью , следовательно,  = 0. Если пред-

положить, что B(t) = ,

то получаем, что .

Аналогично можно получить, что B = 0 из коэф-
фициента при r2.
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Если предположить, что B(t) =  –

–  = 0, то

Тогда коэффициент при  равен . Следо-

вательно, либо , , либо ,

 = 0, из чего сразу

следует, что , .
Таким образом, космологическое решение для

релятивистского действия в метрике Лоренца су-
ществует только при . Мы видим, что
нам несколько раз пришлось решить уравнение
Пуассона , что показывает не только
эквивалентность введения лямбда члена с какой-
то субстанцией типа заряда e, удовлетворяющей
этому уравнению, но и обосновывает потенциал

Гурзадяна  как альтернативное

объяснение темной энергии [25]. Было бы хоро-
шо объяснить расширенное ускорение без введе-
ния дополнительных предположений типа лямб-
да-члена или квадратичного потенциала, и на-
сколько уравнение Эйнштейна (2) предоставляет
такую возможность обоими слагаемыми в правой
части – это предмет дальнейших рассмотрений.

4. Точки Лагранжа в потенциале U(r) =

=  и особенности движения.

Ускоренное расширение Вселенной, отмечен-
ное Нобелевской премией по физике в 2011 г., вы-
зывает пристальное внимание. Общепринятым
объяснением сейчас является добавление лямб-
да-члена Эйнштейна в релятивистское действие.
И хорошо известно, что в нерелятивистской тео-
рии это соответствует добавлению отталкиваю-
щего квадратичного потенциала [18–25]. Рас-
смотрим круговую задачу двух тел. Две массы  и

, находящиеся в точках A и B на расстоянии 
друг от друга, притягиваются центральной силой
по закону и вращаются с угловой
скоростью  относительно точки  (рис. 1). Из
уравнения баланса сил притяжения и центробеж-
ных сил следует

(1)

Известно, что для Ньютоновского притяжения
малая масса  в треугольной точке либрации D,
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расположенной в вершине равностороннего тре-
угольника ABD, находится в равновесии. Пока-
жем, что справедлива следующая теорема.

Теорема. Треугольная точка является точкой
либрации при любой центральной силе F =
= .

Доказательство. На малую массу m со стороны
масс  и  действуют силы притяжения 
и , направленные по единичным векто-
рам , . Их сумма с помощью (1) равна

Из правила параллелограмма (рис. 1) получим
. Таким обра-

зом, сумма сил притяжений, действующих на мас-
су, направлена в сторону, противоположную векто-
ру центробежной силы, а по величине в точности
равна ей. Сумма центробежной силы и сил притя-
жения равна нулю, т.е. масса m, расположенная в
вершине правильного треугольника, находится в
равновесии, что и требовалось показать.

Рассмотрим случай взаимодействия масс, в
котором сила взаимодействия имеет вид 

Этот закон отличается от классического нали-
чием линейной по расстоянию силы отталкива-
ния с коэффициентом C.

Построим функцию Лагранжа. Равносторон-
ний треугольник  со сторонами длины a. По
доказанной теореме в вершине  равносторон-
него треугольника  малая масса находится в
равновесии. В окрестности точки равновесия в
точке M(x, y) движение малой массы описывается
уравнениями Лагранжа, с функцией Лагранжа
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При  получаем классический случай. Без-
размерная форма уравнений получается
заменами координат точки M(x,y)

При этом преобразовании равносторонний тре-
угольник  переходит в треугольник с еди-
ничными сторонами. Безразмерная функция
Лагранжа имеет вид

Координаты вершины равностороннего тре-

угольника ,  определяют точку

равновесия системы. Делаем замену X = ,

 и находим гамильтониан движения

системы в окрестности точки равновесия. Функ-
ция Гамильтона линейного приближения
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Линейные уравнения Гамильтона имеют две па-
ры собственных значений , , от-
личающихся знаком. Квадраты их можно приве-
сти к следующему удобному для анализа виду

При выполнении условия m < ,

 собственные числа являются чисто мни-
мыми и равновесие устойчиво в линейном при-
ближении.

Выраженные через исходные параметры усло-
вия устойчивости принимают вид

(2)

Функция  монотонно убывает от значе-

ния , соответствующего классиче-

скому случаю до нуля при c = 1/4. Таковы особен-
ности треугольной точки Лагранжа.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Мы получили Лоренц-релятивистский аналог
уравнений Фридмана, обобщающий решение
Милна–МакКри [23, 24] в различных направле-
ниях: ввели лямбда-член, обосновали их модель,
выведя из системы Власова-Пуассона, ввели от-
талкивание субстанции по аналогии с кулонов-
ским, перешли к уравнению Гамильтона-Якоби,
поставили вопрос о зависимости постоянной
Хаббла от массы и заряда субстанции [25]. Полу-
ченное решение отличается от решения Милна–
МакКри [23, 24] и от обобщения его добавкой
Лямбда члена [20, 21] Лоренцевой метрикой и по-
казывает несколько другое поведение: здесь
лямбда член в точности компенсирует тяготение,
а в [20, 21] приводит к ускоренному расширению.
В рамках моделей Милна–Маккри с Лямбда-чле-
ном исследованы треугольные точки Лагранжа:
оказалось, что они остаются точками Лагранжа
для любого центрального закона взаимодействия.
Они исследованы на устойчивость в зависимости
от величины Лямбды Эйнштейна.
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ON DERIVATION OF EQUATIONS OF GRAVITATION FROM THE PRINCIPLE 
OF LEAST ACTION, RELATIVISTIC MILNE-MCCREE SOLUTIONS 

AND LAGRANGE POINTS
V. V. Vedenyapina, A. A. Baya, and A. G. Petrovb

aKeldysh Institute of Applied Mathematics, Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation
bA.Yu. Ishlinskii Institute of Mechanic Problems, Moscow, Russian Federation

We suggest the derivation of gravitation equations in the framework of Vlasov-Poisson relativistic equations
with Lambda-term from the classical least action and use Hamilton-Jacobi consequence for cosmological
solutions and investigate Lagrange points.
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