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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ИСТОРИЯ

Неравенства Бернштейна для производных
целого и дробного порядка тригонометрических
полиномов и целых функций экспоненциального
типа играют важную роль в теории приближения
функций. Обзор результатов по этой тематике
можно найти, например, в статьях [1–3]. В дан-
ной статье обсуждается неравенство Бернштейна
для производной Рисса порядка  на клас-
се С.Н. Бернштейна  целых функций экспо-
ненциального типа не выше  ограниченных
на вещественной оси. Исторические сведения и
подробную информацию о дробных интегралах и
производных Рисса можно найти в [4, гл. 25, 26].

Нас будет интересовать производная Рисса для
целых функций одной переменной из класса 
Этот класс содержит подкласс  целых
функций экспоненциального типа, представи-
мых в виде
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где  – комплекснозначная функция ограничен-
ной вариации. На функциях класса  производ-
ная Рисса порядка  определяется при помо-
щи множителя Фурье :

(1)

Таким определением пользовались, в частности,
П. Сайвин [5] и П.И. Лизоркин [6].

Из (1) видно, что производную Рисса в одно-
мерном случае можно считать дробной степенью

второй производной:  Для 
при  она превращается в классическую

производную порядка : 
При α = =  получается производная поряд-

ка 2m – 1 сопряженной функции: 

Для целого неотрицательного  класс  со-
держит пространство  тригонометрических по-
линомов порядка  с комплексными коэффици-
ентами. Для них, согласно (1), производная Рисса

задается при помощи множителя Фурье :
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Для  определение (1) равносильно опре-
делению при помощи сингулярного интеграла

(2)

Интеграл (2) был введен Е.М. Стейном [7] при
 в связи с изучением потенциала Рисса в

многомерном случае. П.И. Лизоркин [8] и
С.Г. Самко [9] изучали представление дробных
производных в виде сингулярных интегралов для
произвольного  в связи с исследованием по-
тенциала Рисса. Будем считать, что производная
Рисса порядка  функции  опреде-
ляется при помощи формулы (2).

В данной статье нас будет интересовать точное
неравенство Бернштейна для производной Рисса
целых функций из :

(3)

в равномерной норме 
на числовой оси.

Неравенство (3) хорошо изучено при  А
именно, справедливы следующие утверждения.

Теорема A. Для производной Рисса порядка 
функции  имеет место интерполяционная
формула по равномерным узлам

(4)

со свойствами коэффициентов

1. , , ,

2. .

Как следствие, справедлива
Теорема B. При  выполняется точное нера-

венство Бернштейна

(5)

на функции  оно обращается в ра-
венство.

Н.И. Ахиезер [10] в случае  явно нашел
формулу (4) и, как следствие, из нее получил не-
равенство (5) с константой . П. Сайвин [5] пока-
зал, что для широкого класса операторов, дей-
ствующих на множестве  в частности, для про-
изводной Рисса, возможно представление вида
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(4). Из его результатов следует, что коэффициен-
ты формулы (4) для производной Рисса порядка

 с точностью до множителя являются коэф-

фициентами Фурье функции, равной  при
 и -периодически продолженной на всю

ось. П.И. Лизоркин [6] установил их знакочере-
дование при  Пользуясь этим, он обосновал
неравенство (5) для всех  на множестве .

Неравенство (5) выполняется с константой 
также в пространствах Lp, , как для по-
линомов, так и для целых функций. В этом можно
убедиться, применив неравенство треугольника к
(4). Кроме того, в , , константа  яв-
ляется точной. В случае тригонометрических по-
линомов оценку снизу дает полином . В случае
целых функций это доказал П.И. Лизоркин [6],
построив последовательность целых функций из

, сходящуюся к . Более того, он пока-

зал, что неравенство с константой  при 
точное, но не обращается в равенство ни на какой
функции.

В 1935 г. Г.Т. Соколов [11] исследовал постав-
ленную С.Н. Бернштейном задачу о нахождении
точной константы  в неравенстве

(6)

Он установил неравенство (6) для полиномов из

 с константой  при . При  такой ре-
зультат содержится в более ранней работе Г. Сеге
[12]. А.И. Козко [13] явно нашел коэффициенты
интерполяционной формулы для производных
Вейля–Сеге, в частности, для производной Рисса
порядка  тригонометрических полиномов. На
этом пути он установил справедливость неравен-

ства (6) с константой  в , , для
.

Случай  представляется малоизучен-
ным. В 1935 г. Г.Т. Соколов [11] показал, что при

 для  справедливо строгое неравен-

ство  А.И. Козко [13], обобщил этот ре-
зультат на все четные . В.В. Арестов и П.Ю. Гла-

зырина [14], доказали, что  для 
при всех .

Теорема C. При  выполняется неравен-
ство

(7)
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Это неравенство получил Г.Т. Соколов [11] на
множестве . Он исходил из интерполяционной
формулы по равномерным узлам и определял
знаки ее коэффициентов, пользуясь выпукло-
стью вверх функции  при  П. Сайвин
[5] аналогичными методами перенес неравенство
(7) на функции из класса 

В работе автора [15] рассматривалось неравен-
ство

в пространствах   на периоде. Было

доказано, что  при всех  тогда
и только тогда, когда 

2. НЕРАВЕНСТВО БЕРНШТЕЙНА
ДЛЯ СЛУЧАЯ 

Для формулировки результата нам понадобят-
ся некоторые свойства нормированных функций

Бесселя . Это четные це-
лые функции экспоненциального типа 1. По-
дробную информацию о них можно найти в кни-
гах [16] и [17, гл. 5, § 23]. Важно, что при 
функция  имеет счетное множество нулей, все
нули вещественные, простые и множество нулей
не имеет конечных предельных точек. Обозначим

через  положительные нули функции ,
занумерованные в порядке возрастания. В случае

 для нулей функции  ниже использу-
ется обозначение  Наконец, обо-
значим  – положительные нули функции

Теорема 1. При  для производной Рисса по-
рядка   на множестве функций 
верна интерполяционная формула

При помощи теоремы 1 доказывается основ-
ной результат данной статьи.

7 n
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Теорема 2. При ,  справедливы
следующие утверждения.

1. Экстремальной в неравенстве (3) является
функция , где

2. Точная константа  в неравенстве (3)
равна

3. Для величины  справедливо строгое нера-
венство

кроме того, она монотонно убывает от 2 до 1, когда
 возрастает от 0 до 1.

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 
ИНТЕРПОЛЯЦИОННОЙ ФОРМУЛЫ

Для обоснования теоремы 1 использовалась
Теорема D (К. Фрапье, П. Оливье Olivier-1993,

Г.Р. Грозев, К.И. Рахман Rahman-1995). Пусть

,  – положительные нули функции
, расположенные в порядке возрастания. Тогда для

любой четной целой функции типа не выше , удовле-

творяющей условию  справедлива
квадратурная формула

(8)

При этом ряд в правой части (8) сходится абсо-
лютно.

Представим производную Рисса порядка
 функции  в точке  при помо-

щи интегральной формулы (2) и применим квад-
ратурную формулу (8) к четной целой функции

при , или . Свойство

 при  очевид-
но, выполняется. Экспоненциальный тип функ-
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ции  не выше  Наконец, с помощью соот-
ветствующих свойств функций Бесселя осу-
ществляется преобразование коэффициентов
полученной формулы.

Замечание. Квадратурные формулы по нулям
функций Бесселя успешно использовал Д.В. Горбачев
[20, 21] для решения многомерных экстремальных
задач для целых функций экспоненциального сфери-
ческого типа, а также экстремальных задач для
целых функций на полуоси со степенным весом.
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ЛЕОНТЬЕВА

BERNSTEIN INEQUALITY FOR RIESZ DERIVATIVE OF FRACTIONAL ORDER 
LESS THAN 1 OF ENTIRE FUNCTION OF EXPONENTIAL TYPE

A. O. Leont’evaa

aUral Federal University, Yekaterinburg, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS V.I. Berdyshev

We consider Bernstein inequality for the Riesz derivative of order  of entire functions of exponential
type in the uniform norm on the real line. The interpolation formula for this operator is obtained; this formula
has non-equidistant nodes. By means of this formula, the sharp Bernstein inequality is obtained for all

, more precisely, the extremal entire function and the exact constant are written out.

Keywords: entire functions of exponential type, Riesz derivative, Bernstein inequality, uniform norm, Bessel
functions
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