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На основе геометрических характеристик тетраэдра предложены количественные оценки его вы-
рождения и установлена их связь с числом обусловленности локальных базисов, порожденных реб-
рами, выходящими из одной и той же вершины. Вводится понятие индекса вырождения тетраэдра
в нескольких версиях и устанавливается их практическая эквивалентность друг другу. Для оценки
качества конкретного тетраэдрального разбиения предлагается вычислять эмпирическую функцию
распределения индекса вырождения на ее тетраэдральных элементах. Предложена нерегулярная
модельная триангуляция (тетраэдризация или тетраэдральное разбиение) трехмерного простран-
ства, зависящая от управляющего параметра, определяющего качество ее элементов. Координаты
вершин тетраэдров модельной триангуляции являются суммами соответствующих координат узлов
некоторой заданной регулярной сетки и случайных приращений к ним. Для различных значений
управляющего параметра вычисляется эмпирическая функция распределения индекса вырождения
тетраэдра, рассматриваемая как количественная характеристика качества тетраэдров в триангуля-
ции трехмерной области.
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1. Разбиение пространства на конечные эле-
менты широко используется в различных целях в
точных и прикладных науках, таких как класси-
ческая и вычислительная математика, физика,
геодезия, навигация, метрология, астрометрия и
т.д. В вычислительной математике разбиение на
конечные элементы необходимо для численного
решения дифференциальных уравнений в част-
ных производных в сложных нерегулярных обла-
стях соответствующими методами [1]. В числе
этих методов отметим классический и разрывный
методы Галеркина [2, 3], обладающие высокой
степенью универсальности и потенциально высо-
кой точностью, которые благодаря своей гибко-
сти могут быть адаптированы к сложным нерегу-
лярным пространственным областям и примене-
ны в частности для решения задач газовой
динамики и гидродинамики. Точность численно-
го решения во многом определяется вырождени-
ем используемых конечных элементов [4]. Одним
из важных частных случаев разбиения является

триангуляция (тетраэдризация), под которой по-
нимается разбиение заданной области n-мерного
евклидова пространства на простейшие элементы –
n-мерные симплексы. Настоящая работа посвя-
щена установлению связи между собой различ-
ных оценок степени вырождения тетраэдров, ис-
пользуемых в качестве элементов тетраэдризации
в трехмерном евклидовом пространстве. Такую
оценку естественно связать с вырожденностью
локального базиса в рассматриваемом тетраэдре,
в координатах которого записываются уравнения
метода. В связи с этим необходима удобная коли-
чественная характеристика вырождения тетраэд-
ра, которая может быть легко вычислена.

Отметим, что в настоящее время в процессе
построения триангуляции заданной области ис-
пользуются различные оценки качества тетраэд-
ров [5–8], связь которых друг с другом необходи-
мо выяснить.

Среди отечественных работ мирового уровня,
посвященных вопросам триангуляции и тетраэд-
ризации, можно выделить монографию [5], в ко-
торой рассмотрены главные направления иссле-
дований, включающие основные понятия, отно-
сящиеся к треугольным и тетраэдральным
сеткам, алгоритмы построения неструктуриро-
ванных сеток в произвольных областях, в том
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числе алгоритм построения тетраэдральной сетки
методом продвигаемого фронта, принципы мно-
гоуровневого построения сеток, локальные моди-
фикации сеток и управление их свойствами.

Зарубежные исследования по алгоритмам три-
ангуляции и тетраэдризации изложены, в частно-
сти, в известных монографиях [6–8].

В предлагаемой работе не рассматриваются ал-
горитмы построения тетраэдризации заданной
области. Акцент делается на количественном
контроле качества трехмерной триангуляции, в
которой каждому принадлежащему ей тетраэдру
сопоставляется индекс его вырождения, и произ-
водится сравнение друг с другом различных вер-
сий индекса, естественных с точки зрения авто-
ров. Для оценки качества тетраэдризации в целом
предлагается использовать эмпирическую функ-
цию распределения (ЭФР) индекса вырождения
на ее тетраэдрах. ЭФР дает представление о гра-
ницах изменения индекса и доле его значений в
заданном диапазоне чисел. С точки зрения сего-
дняшней вычислительной практики польза ЭФР
не очевидна, но развитие вычислительных техно-
логий имеет тенденцию к дальнейшему увеличе-
нию числа используемых конечных элементов.
Поэтому мы не исключаем, что в перспективе при
большом числе конечных элементов в ряде случа-
ев может быть установлена связь между профи-
лем ЭФР и его влиянием на точность численного
решения конкретной прикладной задачи.

Кроме этого для тестирования точности кон-
кретного численного метода желательно иметь
простой и экономичный способ генерации мо-
дельной тетраэдризации, обладающей заданным

качеством ее конечных элементов. С этой целью,
как и в нашей предыдущей работе [9], строится
специальная сетка, зависящая от управляющего
числового параметра ε, на основе которой гене-
рируется модельная тетраэдризация с индексом
вырождения тетраэдров, принимающим значе-
ния в заданном диапазоне. Поэтому настоящую ра-
боту следует рассматривать как распространение
подхода работы [9] на трехмерное пространство.

2. Количественная величина, выражающая
степень вырождения тетраэдра, должна быть без-
размерной и одной и той же на множестве подоб-
ных тетраэдров. С целью ее введения рассмотрим
тетраэдр OABC, являющийся элементом триангу-
ляции некоторой области трехмерного евклидова
пространства (см. рис. 1). В отличие от двумерного
случая, когда класс подобных друг другу треуголь-
ников определяется значениями двух углов [9], для
описания класса подобных друг с другу тетраэдров
необходимо задать пять параметров. В качестве
примера приведем одну из возможных парамет-
ризаций класса подобных между собой тетраэд-
ров с помощью пяти угловых параметров

(1)

где ; ; ;  >
> α; ; .

Искомая величина должна быть связана с
оценкой вырожденности локального базиса, по-
строенного на трех векторах a, b, c, (a [b c] ≠ 0),
начинающихся в одной из его вершин (на рис. 1
это точка O), концы которых находятся в сосед-
них вершинах. Положим

(2)

где  и  являются соответственно мини-
мальным и максимальным собственным значе-
нием матрицы

(3)

которые являются действительными положи-
тельными числами благодаря линейной незави-
симости векторов a, b, c.

Замечание 1. Отметим, что матрица перехода 
от координат  в базисе a, b, c к декартовым
координатам  в ортонормированном бази-
се i, j, k. связана с матрицей (2) равенством  =
= DO, поэтому  является числом обусловлен-
ности матрицы , если рассматривать ее спек-
тральную норму.
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Рис. 1. Тетраэдр, представляющий собой элемент
класса подобных тетраэдров, параметризованный со-
отношениями (1).
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Существуют четыре способа построения ло-
кального базиса в тетраэдре OABC, если не при-
нимать во внимание перестановки одних и тех же
базисных векторов между собой. Меняя ролями
все вершины O, A, B, C тетраэдра OABC на рис. 1,
т.е. выбирая каждую из них в качестве начальной
точки для векторов соответствующего локально-
го базиса, получим еще три числа ,  и ,
определяемые согласно формуле (2) с участием
соответствующих базисных векторов. Введем ве-
личины

(4)

Пусть V – объем тетраэдра OABC, S – площадь
его полной поверхности, R – радиус описанного
около него шара и r – радиус вписанного в него
шара.

Рассмотрим также безразмерные величины

(5)

Величина  и величины (5) достигают своих
максимумов на правильном тетраэдре. Соответ-
ствующие максимальные значения равны

(6)

В отличие от перечисленных в (6) величин вели-
чина  достигает своего максимального значе-
ния 1 на тетраэдре, являющемся выпуклой обо-
лочкой трех перпендикулярных друг другу ребер
куба, выходящих из одной вершины. На правиль-
ном тетраэдре она имеет значение 1/4.

Каждую из величин (4) и (5) можно рассматри-
вать как количественную оценку вырождения
рассматриваемого тетраэдра. Чем ближе к нулю
их значение, тем более вырожденным является
тетраэдр. В дальнейшем будем использовать лога-
рифмическую шкалу в отношении каждой из вве-
денных в (4) и (5) величин. Введем следующие че-
тыре версии индекса вырождения тетраэдра T,
положив соответствующие им значения равными

(7)

Выбор основания логарифма равным 10 обуслов-
лен удобством интерпретации индексов в исполь-
зуемой повсеместно десятичной системе исчисле-
ния. Наиболее легко интерпретируемым является
значение индекса , который рассматривается
далее в качестве основной оценки вырождения
тетраэдра. В самом деле, увеличение индекса 
на 1 означает дополнительную потерю точности
вычислений при переходе от локальных коорди-
нат в наиболее вырожденном из четырех возмож-
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ных локальных базисов в тетраэдре к декартовым
координатам примерно на одну значащую цифру.

Следующей задачей является установление
взаимосвязи друг с другом между введенными ин-
дексами (7). Индексы вырождения (7) являются
функциями пяти параметров. Аналитическое ис-
следование взаимосвязи этих функций друг с дру-
гом представляет собой весьма сложную задачу.

Поставим эту задачу следующим образом. Рас-
смотрим однопараметрическое множество  тет-
раэдров T, таких что , где  обозначает
какой-либо из индексов (7). Индекс  будем
называть базовым. Обозначим через значение
любого из оставшихся индексов, введенных в (7),
и определим следующие функции

(8)

Для количественной оценки функций (8) будет
использован метод статистических испытаний
Монте-Карло [10].

3. Поскольку метод Монте-Карло подразуме-
вает приближенную оценку функций (8), следует
определить практически необходимую точность
результата. С точки зрения сложившейся вычис-
лительной практики можно условиться полагать
ошибку в пределах одной значащей цифры соот-
ветствующего десятичного разряда заданной точ-
ности искомой величины вполне приемлемой.

С учетом принятой точности выберем сетку
{Ik} числовых значений I

(9)

где , K = 12. Выберем достаточно ма-
лое по сравнению с I числовое значение 
и приблизительно оценим на ней значения функ-
ций (8).

С этой целью проведем серию следующих вы-
числительных экспериментов. Рассмотрим еди-
ничную сферу с центром в начале координат,
определяемую уравнением

(10)

Зафиксируем точку  и с помощью после-
довательности псевдослучайных векторов, рав-
номерно и независимо распределенных на сфере
(10) [11], определим три точки: ,

 и . Для построенного та-
ким способом тетраэдра OABC сфера (10) являет-
ся описанной сферой. Очевидно, множество всех
вписанных в сферу (10) тетраэдров исчерпывает
элементы класса подобных друг другу тетраэдров.
Генерацию множества тетраэдров OABC описан-
ным выше способом продолжаем для каждого уз-
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ла сетки (9)  до тех пор, пока число их, при-
надлежащих множеству , не достигнет
заданного натурального числа . В каж-
дом таком численном эксперименте для каждой
версии индекса вырождения (7) вычисляются вы-
борочные среднее  и дисперсия  [12] на
основе N значений выборки соответствующего
индекса. Для полученных таким способом сеточ-
ных функций  вычисляются коэффициенты
уравнения линейной регрессии и доверительный
интервал , нижняя и
верхняя границы которого являются соответ-
ственно приближенными оценками величин

 и  в соотношениях (8).

Результаты серии проведенных вычислитель-
ных экспериментов для индексов Imax, IVS, IrR при
выборе  представлены на рис. 2 (за исклю-
чением индекса Imin, ввиду того, что точки интер-
вала  визуально практически неот-
личимы друг от друга).

Отметим, что не менее 99% элементов выбор-
ки для каждого индекса в соответствующем узле
сетки попадают в указанный выше доверитель-
ный интервал, длина которого не превышает во
всех случаях 0.91, причем, угловой коэффициент
линейной регрессии равен 1 с точностью 10–3 для
всех версий индекса (7). Таким образом, все пря-
мые регрессий на рис. 2 отличаются друг от друга
сдвигом по вертикальной оси и имеют вид

(11)

где , , .

Также проведены расчеты в случае, когда в ка-
честве базового индекса L выбирались индексы
Imax, IVS, IrR. Полученные уравнения линейной ре-
грессии имеют единичный наклон и отличаются
от уравнений (11) сдвигом на величину не более
1% относительно точки, взятой на середине соот-
ветствующей прямой. Длина доверительного ин-
тервала не превышает 0.91, а не менее 98% эле-
ментов выборки для каждого индекса в любом уз-
ле сетки (9) попадают в соответствующий
доверительный интервал. Практическая незави-
симость уравнений линейной регрессии от спо-
соба выбора индекса вырождения в качестве ба-
зового позволяет сформулировать принцип взаим-
ности, заключающийся в том, что все индексы в
(7) можно считать эквивалентными друг другу, и
любой из введенных индексов вырождения (7)
может быть использован для оценки степени вы-
рождения тетраэдра, а уравнения линейной ре-
грессии (11) позволяют оценить значения осталь-
ных индексов.

= kI I
+Δ −Δ\I I I IQ Q

= 1000N

( )ka I σ2( )kI

( )ka I

− σ + σ( ( ) 3 ( ), ( ) 3 ( ))k k k ka I I a I I

( )kJ I ( )kJ I
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min max max, ,
, ,VS VS rR rR
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I I b I I b

≅ −max 0.25b ≅ 0.46VSb ≅ −0.14rRb

Рис. 2. Графическая иллюстрация связи индексов
вырождения (7) друг с другом (а) – Imax; б) – IVS; в) –
IrR), установленная в вычислительном эксперименте
методом Монте-Карло. Сплошная прямая линия ли-
нейной регрессии построена с использованием зна-
чений соответствующих выборочных средних в узлах
Ik ( ). Кружки “о” указывают положение
выборочных средних на соответствующих им линиях
регрессии. Треугольники “Δ” отмечают концы дове-
рительного интервала ,
а пунктирные линии ограничивают соответствую-
щую “доверительную полосу”. Крестики “х” отвеча-
ют экстремальным значениям индекса в рассматривае-
мом узле Ik , в соответствующей выборке объема N.
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Почти все значения любого индекса попадают
в соответствующий доверительный интервал, от-
клонение конкретного значения от линии регрес-
сии, как правило, не превышает 0.5. Конкретное
применение того или иного индекса в (7) опреде-
ляется соображениями удобства и наименьших
вычислительных затрат.

Наиболее просто и экономично вычисляется
индекс IVS, так как для его вычисления достаточ-
но найти объем V и площадь полной поверхности
S тетраэдра OABC (см. рис. 1)

(12)

Для вычисления индекса IrR необходимо допол-
нительно найти радиус R описанного около тет-
раэдра шара. Вычисление индексов Imin и Imax
предполагает нахождение спектральных норм
матриц перехода от всех четырех локальных бази-
сов, связанных с тетраэдром, в декартов базис и
обратно и требует заметно больших вычислитель-
ных затрат. Заметим, что согласно рис. 2а вырож-
дение тетраэдра может быть на практике оценено
с заданной выше точностью в 1 значащую цифру
через число обусловленности любого базиса из
четырех возможных.

4. Рассмотрим алгоритм генерации модельной
триангуляции (тетраэдрального разбиения) про-
странства E3 на основе заданной регулярной сет-
ки. С этой целью выберем некоторый базис {a, b,
c} и построим сетку с узлами

(13)

Параллелепипед, построенный на базисных век-
торах {a, b, c} (см. рис. 3), назовем базовым и разо-
бьем последний на 6 тетраэдров с вершинами из
множества вершин базового параллелепипеда та-
ким образом, что ребра тетраэдров, совпадающие
с диагоналями противоположных боковых гра-

=

= + + + − −
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ней параллелепипедов, оказываются параллель-
ными друг другу. Конкретные способы разбиения
будут рассмотрены ниже. Описанное выше раз-
биение на тетраэдры распространим на каждый
параллелепипед, являющийся трансляцией базо-
вого, в соответствующий узел сетки (13). Полу-
ченную таким способом триангуляцию E3 назо-
вем базовой. Вершины, соединенные друг с дру-
гом ребрами тетраэдров, участвующих в базовой
триангуляции, назовем соседними.

Используя регулярную сетку (13), построим
возмущенную нерегулярную сетку

(14)

где отношение соседства между соответствующи-
ми узлами, введенное выше, сохраняется и для
новых узлов  с теми же самыми номерами n, что
и в сетке (13). Отрезки прямых, соединяющие со-
седние узлы сетки (14), будем по-прежнему назы-
вать ребрами. Положительный числовой пара-
метр ε предполагается достаточно малым, чтобы
между точками пересечения ребер в исходной
сетке (13) и в новой сетке (14) сохранялось взаим-
но однозначное соответствие и чтобы тетраэдры
новой триангуляции с соответствующими верши-
нами оставались невырожденными. Таким обра-
зом, базовая триангуляция E3, построенная с помо-
щью сетки (13), переносится на сетку (14) с сохране-
нием исходной топологии. Между тетраэдрами
базовой и новой триангуляции существует взаимно
однозначное соответствие по принципу сохране-
ния нумерации соответствующих вершин в соот-
ветствии с (13).

Ниже рассматриваются два конкретных спо-
соба модельной триангуляции (см. рис. 3).

На рис. 3а показан единичный куб
ABCDA1B1C1D1, выступающий в роли базового
параллелепипеда. Триангуляция куба произво-
дится путем его разбиения на шесть конгруэнт-
ных тетраэдров DAA1B1, DD1A1B1, DABB1,
DCC1B1, DD1C1B1 и DCBB1. В первом тетраэдре
попарно перпендикулярные ребра DA, AA1 и A1B1

= + ε ≤ ε > , | | 1, 0,n n n nr r u u

nr

Рис. 3. Базовый параллелепипед модельной триангуляции: базисные вектора a, b, c имеют единичную длину, начина-
ются в точке А и заканчиваются в точках B, D и A1 соответственно: а) куб (базисные вектора ортогональны друг другу);
б) ромбоэдр (базисные вектора попарно составляют друг с другом угол π/3).
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равны 1, ребра DA1 и B1A равны  и, наконец,
ребро DB1 равно . Оставшиеся тетраэдры
устроены аналогичным образом.

Второй вариант базового параллелепипеда –
ромбоэдр ABCDA1B1C1D1, изображенный на
рис. 3б, разбивается на шесть тетраэдров равного
объема A1ABD, CC1D1B1, BB1A1D1, BCDD1,
A1DD1B, и CB1BD1. Тетраэдры A1ABD и CC1D1B1
являются правильными с единичными ребрами.
В четырех тетраэдрах BB1A1D1, BCDD1, A1DD1B,
и CB1BD1 ребро , а остальные ребра рав-
ны 1.

Для того, чтобы топология базовой триангуля-
ции сохранялась в возмущенной триангуляции, а
тетраэдры в последней оставались невырожден-
ными, управляющий параметр ε должен удовле-
творять неравенству

(15)

для всех шести тетраэдров, участвующих в триан-
гуляции базового параллелепипеда, где V – объем, а

 – площадь i-й грани рассматриваемого тетраэдра.
Правая часть неравенства (15) равна половине ми-
нимальной высоты тетраэдра. В обоих случаях базо-
вого параллелепипеда, представленных на рис. 3а и
3б, управляющий параметр должен удовлетворять
неравенству ε < .

Одним из возможных вариантов оценки каче-
ства уже существующей триангуляции, является
построение ЭФР  значений индексов (7). Ес-
ли некоторая триангуляция всего содержит N тет-
раэдров, NI из которых имеют значение рассмат-

2
3

=1 2BD

ε <
1 2 3 4

3 ,
2 max( , , , )

V
S S S S

iS

≅2/4 0.3536

( )F I

риваемого индекса (7) меньшее I, то соответству-
ющая ЭФР определяется следующим образом

(16)

Сгенерируем модельные триангуляции, описан-
ные выше, на основе базовых параллелепипедов,
показанных на рис. 3, использовав в качестве  в
(14) последовательность псевдослучайных векто-
ров, равномерно распределенных в единичном
шаре с центром в начале координат [11]. Каждая
модельная триангуляция включает в себя более
1.6 × 108 тетраэдров. Построим для этих триангуля-
ций ЭФР (16) индекса  при различных значениях
управляющего параметра ε (см. рис. 4). Отметим,
что при значениях управляющего параметра ε,
близких к критическому значению ,
диапазон значений индекса  становится доста-
точно широким, на котором плохо видны детали
ЭФР исходных регулярных разбиений ( ,
сплошные кривые), поэтому для иллюстраций
были выбраны значения ε, обеспечивающие до-
статочное разрешение.

Рассмотрим сначала исходную базовую триангу-
ляцию ( ). В случае куба плотность распределе-
ния соответствующей ЭФР (кривая 1 на рис. 4а)
имеет вид

(17)

так как все тетраэдры, участвующие в триангуля-
ции, являются конгруэнтными. В отличие от куба
для ромбоэдра плотность распределения ЭФР
(кривая 1 на рис. 4б) является бимодальной и
представляет собой сумму двух слагаемых

−= 1( ) .IF I N N

nu

VSI

≅2/4 0.3536
VSI

ε = 0

ε = 0

( )= δ − + 31'( ) lg(36(1 2) ) ,
2

F I I

Рис. 4. Эмпирические функции распределения (16) индекса  при различных значениях параметра ε: а) триангуля-
ция на основе базового параллелепипеда куба (1 – , 2 – , 3 – , 4 – ); б) триангуляция на
основе базового параллелепипеда ромбоэдра (1 – , 2 – , 3 – , 4 – ).
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(18)

так как одна третья часть тетраэдров является
правильными тетраэдрами с ребром 1, а осталь-
ные две трети конгруэнтных тетраэдров имеют
каждый по пять ребер длины 1 и одно ребро дли-
ны .

Как видно из рис. 4, с увеличением значений ε,
профиль ЭФР размывается, становясь все более
пологим, а верхняя граница значений индекса 
отодвигается вправо. Такое поведение ЭФР пред-
ставляется естественным, так как соответствую-
щая триангуляция становится все более и более
нерегулярной и включает в себя тетраэдры, все
более отклоняющиеся по форме от тетраэдров ба-
зовой триангуляции и имеющие все большие зна-
чения индекса вырождения.

В заключение отметим, что вычисление ин-
декса  и построение ЭФР для любой заданной
триангуляции не составляют трудности, поскольку
в процессе решения уравнений в частных произ-
водных, как правило, объем и площадь боковых
граней тетраэдра, принадлежащего триангуляции,
вычисляются как вспомогательные величины. В то
же время следует принять во внимание, что индекс

 , как это показано в настоящей работе, практи-
чески эквивалентен мере, основанной на оценке
вырождения любого локального базиса тетраэд-
ра. В совокупности эти обстоятельства создают
предпосылки для его широкого использования в
прикладных задачах. Основной характеристикой
ЭФР, по-видимому, следует считать диапазон
значений, принимаемый индексом вырождения,
и особенно его верхнюю границу, которая опре-
деляет максимальное вырождение. Насколько
полезно использование профиля ЭФР (в предло-
женном виде или в иных версиях) в алгоритмах
триангуляции и тетраэдризации, покажут даль-
нейшие исследования.
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DEGENERATION ESTIMATION OF A TETRAHEDRAL IN A TETRAHEDRAL 
PARTITION OF THE THREE-DIMENSIONAL SPACE

Yu. A. Kriksina and Corresponding Member of the RAS V. F. Tishkina

a Keldysh Institute of Applied Mathematics of Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia

Based on the geometric characteristics of the tetrahedron, quantitative estimates of its degeneracy are pro-
posed and their relationship with the condition number of local bases generated by the edges emerging from
the same vertex is established. The concept of the tetrahedron degeneracy index is introduced in several ver-
sions and their practical equivalence to each other is established. To assess the quality of a particular tetrahe-
dral partition, it is proposed to calculate the empirical distribution function of the degeneracy index on its tet-
rahedral elements. A model irregular triangulation (tetrahedralization or tetrahedral partition) of three-di-
mensional space is proposed, depending on the control parameter that determines the quality of its elements.
The coordinates of the tetrahedra vertices of the model triangulation tetrahedrons are the sums of the corre-
sponding coordinates of the nodes of some given regular grid and random increments to them. For various
values of the control parameter, the empirical distribution function of the tetrahedron degeneration index is
calculated, which is considered as a quantitative characteristic of the quality of tetrahedra in the triangulation
of a three-dimensional region.

Keywords: degeneracy index, tetrahedron, triangulation, regular mesh, pseudo-random vector, empirical dis-
tribution function
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