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Обосновываются первые алгоритмы с константными оценками точности для серии асимметричных
постановок задач маршрутизации: задачи о штейнеровском цикле, задачи коммивояжера с приза-
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тельным постановкам асимметричной задачи коммивояжера и прорывные результаты
О. Свенссона, Я. Тарнавски, Л. Вега и В. Трауб, Й. Вигена в области эффективной аппроксимиру-
емости данной задачи. Алгоритм для задачи о покрытии графа ограниченным числом циклов опи-
рается на технику, связанную с более глубокой модификацией подхода Свенссона-Трауб.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В статье приведены недавние авторские ре-
зультаты в области полиномиальной аппрокси-
мируемости актуальных задач комбинаторной
оптимизации, заданных на реберновзвешенных
ориентированных графах с асимметричными
функциями потерь и являющихся обобщениями
классических задач коммивояжера (Traveling
Salesman Problem, TSP) [1] и маршрутизации
транспорта (Vehicle Routing Problem, VRP) [2].

Исследуемое семейство задач включает NP-
трудные в сильном смысле задачи, успешность
проектирования для которых точных алгоритмов
с полиномиальной трудоемкостью ввиду извест-
ной гипотезы  представляется сомнитель-
ной. Поэтому наибольший интерес в области ал-
горитмического анализа данных задач сконцен-
трирован вокруг методов, основанных на том или

≠P NP

ином компромиссе между производительностью
и точностью получаемых решений.

Наряду с традиционными методами ветвления
(branch-and-bound, branch-and-cut, branch-and-
price) [3], эвристиками и метаэвристиками [4], за-
метное место среди подходов к алгоритмическо-
му анализу этих задач занимают приближенные ал-
горитмы [5, 6], обладающие априорными теоре-
тическими оценками точности и трудоемкости.

По определению приближенным алгоритмом
с оценкой точности (фактором аппроксимации)

 для задачи комбинаторной минимизации
называется полиномиальный алгоритм, находя-
щий для произвольной постановки задачи допу-
стимое решение, стоимость которого превышает
ее оптимальное значение не более чем в  раз.
В общем случае фактор аппроксимации 
является функцией от размера исследуемой по-
становки задачи (как правило выражаемого в тер-
минах числа вершин соответствующего графа ).
Поэтому особого интереса заслуживают комби-
наторные задачи, принадлежащие аппроксима-
ционному классу APX, для которых обосновано
существование приближенных алгоритмов с
фиксированной оценкой точности α = const.

Как известно, метрические версии большин-
ства исследуемых нами задач, постановки кото-
рых задаются неориентированными графами с
неотрицательными функциями транспортных за-

α > 1

α
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n
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трат, удовлетворяющими неравенству треуголь-
ника, обладают такими приближенными алгорит-
мами. Обоснование этого факта восходит к клас-
сическим результатам Н. Кристофидеса и
А. Сердюкова [7, 8] для задачи коммивояжера и
М. Хаймовича и А. Ринной Кана для задачи марш-
рутизации транспортных средств ограниченной
грузоподъемности (Capacitated VRP, CVRP) [9].

В то же время вопрос о возможности полино-
миальной аппроксимируемости асимметричных
постановок маршрутных задач в классе алгорит-
мов с константными оценками точности долгие
годы оставался открытым. Так, вплоть до 2018 г.
наилучшим по точности для асимметричной за-
дачи коммивояжера (Asymmetric Traveling Sales-
man Problem, ATSP) считался алгоритм [10] с

. Прорывным результатом в
этом направлении стала работа О. Свенссона,
Я. Тарнавски и Л. Вега [11], в которой предложен
первый приближенный алгоритм для задачи
ATSP с фиксированным фактором аппроксима-
ции. Усовершенствованная версия этого техни-
чески сложного в обосновании и в реализации ал-
горитма представлена в работе В. Трауб и Й. Ви-
гена [12] и имеет оценку точности  для
произвольного .

В данной статье приведены первые прибли-
женные алгоритмы с константными оценками точ-
ности для серии асимметричных постановок задач
маршрутизации: задачи о штейнеровском цикле,
задачи коммивояжера с призами, задачи о покры-
тии графа ограниченным числом циклов и др.

В большинстве своем предложенные в работе
алгоритмы основаны на полиномиальном сведе-
нии исследуемой задачи к одной или нескольким
вспомогательным постановкам ATSP с последую-
щим применением алгоритма Свенссона-Трауб.
Идея подобного сведения, конечно же, не являет-
ся новой и применялась в более ранних работах
(см., напр., [16]). Однако полученные авторами
данной статьи результаты опережают известные
по точности аппроксимации.

Исключение составляет аппроксимируемость
задачи о покрытии графа ограниченным числом
циклов в классе полиномиальных алгоритмов с
фиксированным фактором, обоснование кото-
рой потребовало более глубокой адаптации под-
хода, предложенного в работах [11, 12].

Полные версии представленных результатов
опубликованы в недавних работах авторов [13–15].

2. ЗАДАЧИ О ШТЕЙНЕРОВСКОМ ЦИКЛЕ 
И СЕЛЬСКОМ ПОЧТАЛЬОНЕ

Зададимся произвольным реберно-взвешен-
ным ориентированным графом  с не-
отрицательной весовой функцией, удовлетворя-
ющей неравенству треугольника: для произволь-

α = (log / log log )O n n

+ ε22
ε > 0

= ( , , )G V E c

ных дуг ,  и  справедливо
соотношение

(1)
В задаче о штейнеровском цикле (Steiner Cycle

Problem, SCP) требуется построить минималь-
ный по весу замкнутый маршрут, посещающий
выделенное подмножество  терминальных
вершин. Задача очевидно труднорешаема, по-
скольку в частном случае при  совпадает с
классической задачей коммивояжера. В свою
очередь в также труднорешаемой задаче сельско-
го почтальона (Rural Postman Problem, RPP) не-
обходимо построить замкнутый маршрут мини-
мальной стоимости, включающий каждую тер-
минальную дугу из заданного подмножества

. С помощью добавления фиктивных вер-
шин на дуги из выделенного подмножества и раз-
деления транспортных издержек между индуци-
рованными дугами возможно обосновать сведе-
ние RPP к подходящей постановке SCP [13] с
сохранением стоимости допустимых решений,
что гарантирует аппроксимируемость данных по-
становок с одним и тем же фактором.

Теорема 1. Существование -приближенного
алгоритма для задачи ATSP с неравенством тре-
угольника влечет аппроксимируемость задач SCP и
RPP в классе -приближенных полиномиальных ал-
горитмов.

3. ЗАДАЧИ МАРШРУТИЗАЦИИ 
ТРАНСПОРТНЫХ СРЕДСТВ С 

НЕДЕЛИМЫМ СПРОСОМ
Задача маршрутизации заключается в поиске

набора замкнутых маршрутов минимального
суммарного веса для идентичных по грузоподъ-
емности транспортных средств, начинающихся
на складе и удовлетворяющих в совокупности
спрос всех потребителей.

Условие асимметричной задачи маршрутиза-
ции с ограничением на грузоподъемность и неод-
нородным потребительским спросом (Capacitated
Vehicle Routing Problem with Unsplittable Client
Demands, CVRP-UCD) задается упорядоченной
парой , где  – взвешенный
ориентированный сильно связный граф, в кото-
ром :  – множество потребителей и

 – склад, весовая функция  опреде-
ляет транспортные издержки и удовлетворяет не-
равенству треугольника (1), функция 
задает потребительский спрос, а  – грузоподъ-
емность имеющихся в распоряжении транспорт-
ных средств.

Допустимым маршрутом в исследуемой задаче
является упорядоченная пара , в кото-
рой  – цикл в графе , возмож-

v( , )u ( , )u w v( , )w

≤ +( , ) ( , ) ( , ).c w c u c u wv v

⊆T V

| | =T n

⊆R E

α

α
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но, посещающий некоторые вершины более одного
раза,  – функция спроса, удовлетворяе-
мого в вершинах , так что  для

 и выполняется ограничение на грузоподъ-

емность . Вес (стоимость) маршрута

 совпадает с суммарной стоимостью входящих в
него дуг. Задача состоит в построении множествa
допустимых маршрутов  минималь-
ной суммарной стоимости, удовлетворяющих со-
вокупный потребительский спрос.

Алгоритм 1

1. Выделим множество , содержащее по-
требителей с ненулевым спросом и особую вер-
шину-склад .

+→:id X Z

Πi ∈( ) {0, ( )}
j ji i id x d x

=1,j l

≤
=1

( )
j

l

i i
j

d x D

iR

1= { , , }sS R R

⊆T V

O

2. Построим для исходного графа и множества
терминальных вершин  -приближенное реше-
ние  задачи о штейнеровском цикле.

3. Определим разбиение цикла  на макси-
мально полные по включению фрагменты U1,

 и следующих за ними выделенных по-
требителей с ненулевым спросом , так
что суммарный спрос вершин в любом из фраг-
ментов разбиения не превосходит  (рис. 1).

4. Построим множество маршрутов 
как набор кратчайших циклических маршрутов,
каждый из которых содержит фрагмент или выде-
ленного потребителя из разбиения, удовлетворя-
ет их общий спрос и содержит склад.

5. Найденное семейство маршрутов S =
=  искомое.

T α
C

C

2, , kU U
1 2, , , mO O O

D

+1, , k mR R

+1{ , , }k mR R

Рис. 1. Приближенное решение задачи маршрутизации транспорта.
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Рис. 2. Добавление фиктивных вершин на дугу и ребро.
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В плане построения алгоритмов с гарантиро-
ванными оценками точности двойственная для
задачи маршрутизации постановка – это задача
обхода дуг и ребер со спросом на смешанных гра-
фах (Capacitated Arc Routing Problem, CARP) [16],
в которой также требуется построить набор за-
мкнутых маршрутов, отвечающих ограничениям
на грузоподъемность и полностью удовлетворяю-
щих весь заданный спрос, не разграничивая тре-
бования между транспортными средствами в пар-
ке. Нетрудно показать [13] с помощью преобразо-
вания исходного графа, добавления фиктивных
вершин на дуги и ребра с ненулевым спросом и
разделения транспортных издержек между инци-
дентными новым вершинам дугами (рис. 2), что
асимметричные постановки CARP и CVRP-UCD

эквивалентны, в результате задача обхода дуг
имеет тот же коэффициент аппроксимации.

Теорема 2. Из существования -приближенного
алгоритма для ATSP следует, что

(i) алгоритм 1 строит -приближенное
решение задачи ACVRP-UCD;

(ii) задача CARP на смешанных графах обладает
полиномиальным приближенным алгоритмом с тем
же фактором аппроксимации.

Отметим, что значение  для CARP с не-
равенством треугольника существенно улучшает
предыдущий известный результат 
[16], где  – это количество компонент связности
в подграфе, индуцированном дугами и ребрами с
ненулевым спросом, а , по-прежнему, коэффи-
циент аппроксимации ATSP.

α

α +(3 2)

α +3 2

α ⋅ + +8 ( 1) 27C

C

α

Рис. 3. (a): получение прототипа хребта  (волнистая линия) для ; (б): сжатие подмножеств  и полу-

чение эйлерова мультимножества ребер в графе  с помощью -алгоритма; (в): результат применения  для
множества  и дополнение результата -путем (пунктирная линия).
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4. ЗАДАЧА КОММИВОЯЖЕРА С ПРИЗАМИ
В работе [14] обоснована полиномиальная ап-

проксимируемость асимметричной задачи ком-
мивояжера с призами (Prize Collecting Traveling
Salesman Problem, PCATSP) в классе алгоритмов с
константной оценкой точности. Предложенный
авторами алгоритм опирается на полиномиаль-
ное сведение к вспомогательной постановке
ATSP, получаемой в результате округления опти-
мального решения вещественной релаксации ис-
ходной задачи.

Зададимся полным ориентированным графом
 с неравенством треугольника отно-

сительно весовой функции ,  задает
штрафы за непосещение допустимым маршрутом
вершин. Требуется построить маршрут R =
= , где , для которого
стоимость с учетом штрафов минимальна:

Очевидно, что в частном случае при достаточ-
но больших значениях штрафов для всех вершин
заданного графа задача коммивояжера с призами
эквивалентна классической задаче коммивояже-
ра, как следствие, является труднорешаемой даже
на евклидовой плоскости [17]. В работе [18] для
метрической постановки задачи был предложен

-приближенный алгоритм, использующий идею

округления дробных решений релаксации задачи
целочисленного линейного программирования и
алгоритм Кристофидеса–Сердюкова для индуци-
рованной метрической TSP в качестве “черного
ящика”. Воспользуемся аналогичным подходом
при построении алгоритма с константным факто-
ром аппроксимации для общей постановки
PCATSP.

Рассмотрим вспомогательную постановку
 с дополнительным ограничением: про-

извольный допустимый маршрут проходит через

вершины . Легко видеть, что оптимум ис-
ходной задачи соответствует минимуму среди ре-
шений всевозможных постановок  или
значению целевой функции для “пустого” марш-
рута , не посещающего ни одной вершины.
Для  используем следующую модель
задачи целочисленного линейного программиро-
вания:

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)
ограничения (3) обеспечивают эйлеровость, а
(4), (5) – связность индуцированного подграфа, в
свою очередь  указывает, посещается ли верши-
на  допустимым маршрутом.

Алгоритм 2
1. Сопоставим исходной задаче PCATSP семей-

ство вспомогательных постановок  для
всевозможных .

2. Для каждой задачи из семейства найдем
 – оптимальное решение соответствую-

щей  вещественной релаксации с
ограничениями в виде неравенств  и

. Выделим множество вершин ,

для которых значения  не менее , и найдем

-приближенное решение  задачи ATSP на
индуцированном подграфе .

3. Решение определяется следующим соотно-
шением

(8)

Теорема 3. Алгоритм 2 находит -прибли-
женное решение задачи PCATSP.

Для перечисленных выше результатов исполь-
зовался подход, основанный на полиномиальном
сведении исследуемой задачи к одной или не-
скольким вспомогательным постановкам задачи
ATSP. При построении алгоритма для задачи о
покрытии графа ограниченным числом циклов

обратимся к более глубокой адаптации подхода
Свенссона-Трауб.

5. ЗАДАЧА О ПОКРЫТИИ ГРАФА 
ОГРАНИЧЕННЫМ ЧИСЛОМ ЦИКЛОВ

Задача о покрытии минимальной стоимости
графа не более чем k циклами (Minimum-weight
k-Size Cycle Cover Problem, Min-k-SCCP) являет-

π= ( , , , )G V E c

c +π → R: V
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ся известной комбинаторной задачей, занимаю-
щей “промежуточное” положение между поли-
номиально разрешимой задачей о назначениях и
NP-трудной в сильном смысле задачей коммиво-
яжера. Как известно [19], симметричная версия за-
дачи при произвольном фиксированном k наследу-
ет аппроксимационные свойства задачи TSP:

– аппроксимируемость задачи в общем случае
с фактором  влечет равенство ;

– метрическая постановка задачи допускает
аппроксимацию с константным фактором;

– в конечномерных числовых пространствах
фиксированной размерности задача аппрокси-
мируема в классе полиномиальных приближен-
ных схем (PTAS).

Обратимся к асимметричной постановке зада-
чи, условие которой задается упорядоченной па-
рой , где  – ориентированный
граф, в котором , а стоимости перемеще-
ния по произвольной дуге  определяются
весовой функцией , удовлетворяющей
неравенству треугольника (1). Требуется постро-
ить остовный эйлеров подмультиграф без изоли-
рованных вершин  минимальной стои-
мости , число компонент связности

которого не превосходит . Здесь и ниже исполь-
зуем  для обозначения кратности вхождения ду-
ги  в мультимножество .

Предлагаемый подход основан на последова-
тельном сведении исходной постановки к ап-
проксимации вспомогательных задач, первую из
которых договоримся называть специализирован-

ной и обозначать Min- -SCCP . Условие задачи
Min- -SCCP  задается кортежем , где

, , а множество допустимых решений
стеснено дополнительным ограниченим: каждая
компонента связности произвольного допусти-
мого подграфа должна иметь непустое пересече-
ние с подмножеством .

Лемма 1. Для произвольного фиксированного

 аппроксимируемость задачи Min- -SCCP  в
классе приближенных алгоритмов с фактором

 влечет полиномиальную аппроксимируемость

задачи Min- -SCCP с той же оценкой точности.

Воспользуемся стандартными обозначениями
 и δ–(U) = 

для исходящего и входящего разрезов, порождае-
мых непустым подмножеством , и их объ-
единения δ(U) = . В частном случае

 договоримся использовать сокращение
.
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δ δv v( ) = ({ })

Запишем для задачи Min- -SCCP  следую-
щую модель целочисленного линейного програм-
мирования (ILP-модель):

(9)

(10)

(11)

(12)

Здесь целевая функция (9) выражает стоимость
искомого подграфа, ограничение (10) гарантиру-
ет его эйлеровость, а ограничение (11) обеспечи-
вает отсутствие изолированных вершин и выпол-
нение ограничения на число компонент связно-
сти. Договоримся использовать обозначения  и

 для вещественной релаксации данной модели и
двойственной к ней задачи линейного програм-
мирования.

По аналогии с подходом, предложенным в ра-
ботах [11, 12], сведем далее задачу построения
приближенного алгоритма для задачи Min-k-SCCPS

к аппроксимации сильно ламинарных постановок
данной задачи. Условие сильно ламинарной по-
становки задачи Min- -SCCP  задается корте-
жем , где:

 – сильно связный ориентирован-
ный граф, ;

 – -элементное подмножество ;

 – ламинарное семейство1 подмножеств ,
для каждого элемента  которого индуцирован-
ный подграф  сильно связен;

 – допустимое решение подсистемы
(10)–(11), удовлетворяющее соотношению  =
= 2 при каждом ;

 – отображение .
Из классических соотношений двойственно-

сти следует, что произвольный кортеж  индуци-
рует постановку  задачи Min-k-SCCPS, ве-
совая функция  которой задается соотношением

а оптимальное значение вещественной релакса-
ции  и двойственной к ней задачи линейного
программирования  – соотношением

1 Семейство подмножеств  называется ламинарным, если
для произвольных  выполняется одна из трех аль-
тернатив: ,  или .
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(13)

Лемма 2. Пусть для некоторого  существу-
ет полиномиальный алгоритм, сопоставляющий
произвольной сильно ламинарной постановке

,  приближенное решение,

стоимость которого не превосходит . То-

гда для задачи Min- -SCCPS существует полино-

миальный алгоритм, находящий для произвольной

постановки  допустимое решение стоимо-

сти .

Таким образом, аппроксимируемость исход-
ной задачи Min- -SCCP нами редуцирована к за-
даче построения приближенного алгоритма для
сильно ламинарных постановок задачи. Для опи-
сания этого алгоритма нам потребуется несколь-
ко дополнительных определений и обозначений.

Пусть  и  – минимальное
по включению множество, содержащее обе вер-
шины. Путь , соединяющий вершины  и  в
сильно связном подграфе  графа  и посе-
щающий каждое подмножество  не более
одного раза, называется -путем. Весовой ха-
рактеристикой -пути  между вершинами

 назовем величину .

Диаметром множества W назовем величину DW =
= .

Хребтом называется связный эйлеров мульти-
подграф , в котором  для про-
извольного . Упорядо-
ченную пару  назовем вертебральной.

Вслед за работой [12] -алгоритмом для
произвольных  договоримся называть ал-
горитм с полиномиальной трудоемкостью, до-
страивающий хребет  произвольной верте-
бральной пары  до связного эйлерова под-
мультиграфа , так что

где  задается соотношением (13).

Лемма 3. Для произвольных ,  и класса

вертебральных пар , где  –
сильно ламинарная постановка задачи Min- -

SCCPS и  – произвольный хребет, содержащий

подмножество S, существует -алгоритм при

 и .
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Перейдем к описанию алгоритма для сильно
ламинарной постановки Min- -SCCPS. В каче-
стве параметров выступают -алгоритм, до-
страивающий хребет  до остовного связного
эйлерова подграфа, и алгоритм Свенссона-Трауб

 для поиска приближенных решений вспо-
могательных сильно ламинарных постановок
ATSP, на выходе алгоритм строит связный эйле-
ров подмультиграф  графа . Основная идея
заключается в построении соответствующей ис-
ходной постановки  вертебральной пары, в ко-
торой все вершины из множества  принадлежат
хребту, применении к построенной паре -ал-
горитма, в случае, если результирующий под-
мультиграф не является остовным и эйлеровым,
дополнении его вспомогательными маршрутами
и -путями.

Алгоритм 3
1. Построим заготовку хребта .
1.1. Выберем такие , для которых DV =

= , и построим путь .

1.2. Пронумеровав произвольным образом
вершины заданного множества , по-
строим -пути  и получим заго-
товку хребта  пу-
тем последовательного объединения путей (рис. 2).

2. Проверим, посещает ли  все множества из
ламинарного семейства . Пусть  – се-
мейство максимальных по включению множеств

 среди тех, что остались непосещенными
подграфом . Если , пара  является
вертебральной. Применив к ней -алгоритм,
получим мультимножество дуг  и перейдем к
завершающему шагу 7. В противном случае про-
должаем вычисления с шага 3.

3. Сформируем вертебральную пару .
Для этого перейдем к новой постановке

путем сжатия каждого  в соответствую-
щую дополнительную вершину . В результате
такого преобразования получаем новый орграф

новое ламинарное семейство

не включающее множества  и их подмно-
жества и дополненное синглетонами .
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Определим  как  на множество дуг графа ,
а двойственные переменные  зададим
следующим образом:

По построению  – вертебральная пара.

4. Применим -алгоритм к вертебральной
паре  и получим эйлерово мультимноже-
ство ребер  в графе  (см. рис. 2).

5. Вернемся к постановке . Применив алго-
ритм , построим приближенное решение
задачи коммивояжера для каждого подграфа

, индуцированного произвольным множе-
ством , множество дуг которого назовем

. Для сохранения эйлеровости окончательного
решения дополним его -путями  (см. рис. 2).
Количество вызовов алгоритма  равно  =
= O(n).

6. Объединим все полученные мультимноже-

ства в .

7. Положим .

Результатом работы алгоритма является эйле-
ров подграф .

По построению, Алгоритм 3 находит допусти-
мое решение для заданной сильно ламинарной
постановки  и обладает полиномиальной трудо-
емкостью. Верхняя оценка его фактора аппрок-
симации приведена в следующей лемме.

Лемма 4. Пусть для заданных  существу-

ет -алгоритм . Тогда для произвольной

сильно ламинарной постановки Min- -SCCPS алго-

ритм 3 находит за полиномиальное время решение

 стоимости

(14)

Основной результат данного раздела следует
из лемм 1–4.

Теорема 4. Для произвольных  и  зада-

ча Min- -SCCP допускает аппроксимацию в классе
-приближенных полиномиальных алгоритмов, где
 определяется как

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В развитие пионерского подхода Свенссона-

Трауб в данной работе предложены первые полино-
миальные приближенные алгоритмы с фиксиро-
ванными теоретическими оценками точности для
ряда асимметричных постановок маршрутных за-
дач комбинаторной оптимизации. Среди открытых
вопросов отметим предполагаемое распростране-
ние предложенного подхода на более широкий
класс оптимизационных задач. Кроме того, пред-
ставляет интерес вопрос уточнения найденных
верхних оценок, в том числе путем проведения
численных экспериментов на современных биб-
лиотеках текстовых примеров (напр., [20]).
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APPROXIMATION ALGORITHMS WITH CONSTANT FACTORS FOR A SERIES 
OF ASYMMETRIC ROUTING PROBLEMS

E. D. Neznakhinaa,b, Yu. Yu. Ogorodnikova,b, K. V. Rizhenkoa,
and Corresponding member of the RAS M. Yu. Khachaya

aN.N. Krasovskii Institute of Mathematics and Mechanics, Ekaterinburg, Russia
bUral federal university, Ekaterinburg, Russia

In this paper, the first fixed-ratio approximation algorithms are proposed for the series of asymmetric settings
of the well-known combinatorial routing problems. Among them are the Steiner cycle problem, the prize-col-
lecting traveling salesman problem, the minimum cost cycle cover problem by a bounded number of cycles,
etc. Almost all the proposed algorithms rely on original reductions of the considered problems to auxiliary
instances of the Asymmetric Traveling Salesman Problem and employ the breakthrough approximation re-
sults for this problem obtained recently by O. Svensson, J. Tarnawski, L. Végh, V. Traub and J. Vygen. On the
other hand, approximation of the cycle cover problem was proved by more deep extension of their approach.

Keywords: asymmetric traveling salesman problem, approximation algorithm, constant ratio, Steiner cycle
problem, Vehicle Routing Problem, Cycle Cover Problem
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