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1. ВВЕДЕНИЕ

Совместная логика задач и высказываний
QHC, рассматриваемая в настоящей работе, вве-
дена С.А. Мелиховым [1, 2]. В этой логике каждая
переменная и каждая формула имеет один из двух
сортов: либо высказывание, либо задача. Форму-
лы сорта высказывание и сорта задача связаны
между собой двумя модальностями ? и !. Приме-
нив ! к высказыванию , мы получим задачу ,
которую можно неформально понимать как “до-
казать высказывание ”. Применив ? к задаче ,
мы получим высказывание , которое можно
неформально понимать как “задача  имеет ре-
шение”. Создание и изучение системы QHC мо-
тивированы неформальным исчислением задач
А.Н. Колмогорова и лежат в русле исследований
конструктивной семантики Брауэра–Гейтинга–
Колмогорова, см., например, [3–6].

Ранее мы установили, что для интуиционист-
ского фрагмента совместной логики задач и вы-
сказываний QHC выполнены дизъюнктивное и
экзистенциальное свойства [7]. В данной заметке
доказаны аналоги теорем Эрбрана и Харропа для
логики QHC.

Приведем определение логики QHC, подроб-
но изложенное в [1] и [7]. Язык  логики QHC со-
стоит из множества индивидных переменных

, множества константных символов
 и двух множеств предикатных символов:

сорта высказывание  и сорта задача
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 (  – некоторые индексные мно-
жества). Множество термов логики QHC состоит
из переменных  и констант .
Каждому предикатному символу приписано на-
туральное число, обозначающее его валентность.
Формулы логики QHC сорта высказывание (зада-
ча) будем обозначать строчными латинскими
(греческими) буквами.

Формула логики QHC определяется следую-
щим образом.

1. Если  ( ) – предикатный символ сорта вы-
сказывание (задача) валентности ,  – тер-
мы, то  ( ) – формула сорта вы-
сказывание (задача). Такие формулы называются
атомарными.

2. 0 – формула сорта высказывание,  – фор-
мула сорта задача. (0 и  соответствуют классиче-
ской и интуиционистской лжи.)

3. Если  – формулы сорта высказывание, то
, , , ,  – формулы

сорта высказывание.
4. Если  – формулы сорта задача, то ,

, , ,  – формулы сорта задача.
5. Если  – формула сорта высказывание, то  –

формула сорта задача.
6. Если  – формула сорта задача, то  – фор-

мула сорта высказывание.
Схемы аксиом и правила вывода логики QHC

следующие. В схемы аксиом вместо переменных
по формулам можно подставлять любые формулы
соответствующего сорта.

I. Все схемы аксиом и правила вывода класси-
ческой логики предикатов (в схемах аксиом

Φ ∈ 7{ | }i i # 3 7, ,

0 1 2{ , , , }x x x ∈ #{ | }ic i

P Φ
n 1, , nt t

1( , , )nP t t Φ 1( , , )nt t

⊥
⊥

,p q
∧( )p q ∨( )p q →( )p q ∃x p ∀x p

α β, α ∧ β( )
α ∨ β( ) α → β( ) ∃ αx ∀ αx

p !p

α α?

УДК 510.64

МАТЕМАТИКА

1Национальный исследовательский университет 
“Высшая школа экономики”, Москва, Россия
*E-mail: ansidiana@yandex.ru



124

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 514  2023

ОНОПРИЕНКО

участвуют переменные по формулам сорта выска-
зывание).

II. Все схемы аксиом и правила вывода интуи-
ционистской логики предикатов (в схемах акси-
ом участвуют переменные по формулам сорта за-
дача).

III. Дополнительные схемы аксиом и правила
вывода, перечисленные ниже.

1. ;
2. ;

3. ;

4. ;

5. ;
6. ;
7. .
Как доказано в [7], логика  полна относи-

тельно семантики типа Крипке с отмеченными
мирами. Приведем определение шкалы и модели
Крипке логики QHC.

Определение. Пусть  – язык логики QHC.
Шкала Крипке этого языка – это набор
(W, , где  – непустое частично упоря-
доченное множество возможных миров,  –
множество отмеченных миров, и выполнено
условие  Моде-
лью Крипке логики QHC называется пятерка

, где  – шкала
Крипке, D – функция, которая каждому 
сопоставляет непустое множество . Расширим
язык  множеством константных символов для
обозначения всех элементов  (будем отож-

дествлять эти константные символы и элементы
). Обозначим этот расширенный язык через

.  – соответствие между мирами (отмечен-
ными мирами)  и замкнутыми атомарными
формулами сорта задача (сорта высказывание)
языка . При этом выполнены следующие
условия:

1. если , то ;
2. если язык  содержит константу c, то она

принадлежит любому  для ;
3. если  – атомарная формула сорта

задача, ,  и , то
 (монотонность);

4. если , то  (здесь
 – некоторый предикатный символ валентности 

сорта высказывание или сорта задача языка ).
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Соответствие  между мирами множества W и
замкнутыми атомарными формулами в соответ-
ствующем языке продолжается индукцией по по-
строению формулы до соответствия между мира-
ми и всеми замкнутыми формулами в этом языке.
Для любого мира  ( ) полагаем 
( ). Индуктивный переход для классических
связок и кванторов определяется поточечно в ми-
рах множества Aud. Индуктивный переход для
интуиционистских связок и кванторов определя-
ется в мирах множества W как в шкалах Крипке
интуиционистской логики (см., например, [8]).
Индуктивный переход для модальностей опреде-
ляется следующим образом:

Если , то будем говорить, что формула 
истинна в мире w. Будем говорить, что формула
сорта задача (высказывание) истинна в модели
Крипке языка , если она истинна в любом мире
(отмеченном мире) этой модели Крипке.

Определение 2. Теорией в логике QHC называ-
ется множество  замкнутых формул, содержа-
щее все теоремы логики QHC и замкнутое отно-
сительно всех правил вывода логики QHC, кроме,

возможно, правила усиления . Теория непроти-

воречива, если она не содержит константы 0.
Замыканием  множества замкнутых формул

 называется наименьшая по включению теория,
содержащая множество . Множество  непроти-
воречиво, если теория  непротиворечива.

В [7] была доказана следующая теорема о пол-
ноте.

Теорема 1. 1) Если замкнутая формула языка 
выводима в логике QHC, то она истинна в любой
модели Крипке для языка .

2) Для любого непротиворечивого множества за-
мкнутых формул  логики QHC существуют модель
Крипке  и ее отмеченный мир такие, что в этом
мире модели  истинны все формулы из .

Как показано в [7], логика QHC является кон-
сервативным расширением интуиционистской
логики предикатов, и для ее интуиционистской
части выполнены следующие дизъюнктивное и
экзистенциальное свойства.

Теорема 2. 1) Пусть . Тогда
 или .

2) Пусть язык  содержит хотя бы одну кон-
станту и . Тогда для некоторой кон-
станты  выполнено .

Эти свойства, рассматриваемые для интуици-
онистской логики предикатов, могут быть уточ-
нены. Для классической логики предикатов име-
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ет место теорема Эрбрана, которая в некотором
смысле является уточнением экзистенциального
свойства (см., например, [9]). Кроме того, можно
рассматривать вывод из гипотез в интуиционист-
ской логике. Если ввести некоторые ограничения
на множество гипотез (они должны быть так на-
зываемыми харроповыми формулами), то воз-
можно доказать усиления дизъюнктивного и эк-
зистенциального свойств в интуиционистской
логике – теорему Харропа (см., например, [10]).
Поскольку логика QHC является расширением
как классической, так и интуиционистской логи-
ки предикатов, в ней оказывается возможным
установить аналоги этих результатов. Соответ-
ствующие результаты мы подробно излагаем
далее.

2. АНАЛОГИ ТЕОРЕМЫ ЭРБРАНА
ДЛЯ ЛОГИКИ QHC

Для удобства читателя приведем формулиров-
ку теоремы Эрбрана для классической логики
предикатов в языке без функциональных симво-
лов.

Теорема 3. Пусть формула  выводима
в классической логике предикатов, где  – бескван-
торная формула. Тогда существует конечное мно-
жество констант , что в классической
логике предикатов выводима формула , ...,

 

Логика  является консервативным рас-
ширением классической логики предикатов, по-
этому для нее автоматически выполнена теорема 3,
где  – бескванторная формула сорта высказыва-
ние без модальностей. Мы докажем аналоги тео-
ремы 3 для логики QHC, в которых будет рассмат-
риваться более широкий класс формул. Нефор-
мально, сначала в формуле идут кванторы
существования и модальности, а после них – бес-
кванторная часть. Формальное определение дано
ниже.

Определение 3. Определим класс формул  –
экзистенциальные формулы, основанные на формуле
сорта высказывание, как минимальный класс,
удовлетворяющий следующим условиям:

 бескванторные формулы сорта высказыва-
ние лежат в ;

 если , то ;
 если , то  и ;
 если , то .

Иными словами, экзистенциальные формулы,
основанные на формуле сорта высказывание p,
определены так: сначала идет приставка из кван-
торов существования и модальностей, а после по-
следнего квантора существования – бесквантор-

∃ ∃ ϕ1 nx x
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• α ∈ PropEx α ∈? PropEx ∃ α ∈ Propx Ex

• ∃ ∈ Propxp Ex ∃ ∈! Propxp Ex

ная формула сорта высказывание p (т.е. p – ее бес-
кванторная часть).

Аналогично определяются экзистенциальные
формулы, основанные на формуле сорта задача 
(  – бескванторная часть). Обозначение: .

Нам понадобится следующая лемма. Будем
считать, что язык  содержит хотя бы одну кон-
станту.

Лемма 1. 1) .
2) .
Доказательство. 1) Очевидно в силу допусти-

мости правил вывода  и  (см. [1]).

2) Слева направа выполнено в силу допусти-

мости правила вывода . Теперь пусть

. Тогда найдется модель Крипке  и ее
мир  такие, что . Определим модель 
следующим образом: добавим мир u, который бу-
дет отмеченным миром, меньшим мира ;  со-
стоит из констант. Тогда , следовательно,

, откуда следует .
Теорема 4. Пусть имеется экзистенциальная

формула, основанная на формуле сорта задача ,
выводимая в логике QHC. Тогда существуют кон-
станты  такие, что в логике QHC выводи-
ма формула .

Доказательство. Докажем теорему по индук-
ции по длине приставки с кванторами и модаль-
ностями. Рассмотрим, с чего начинается экзи-
стенциальная формула, выводимая в логике
QHC.

Случай 1: она начинается с модальности ? или !.
По лемме 1 можно убрать модальность – полу-
чится также выводимая экзистенциальная фор-
мула.

Случай 2: она начинается с интуиционистско-
го квантора существования . Тогда по второ-
му пункту теоремы 2 найдется такая константа c
такая, что .

Случай 3: она начинается с классического
квантора существования. Так как формула по-
строена на основе формулы сорта задача, то после
блока из нескольких кванторов существования
обязательно встретится модальность ?. То есть
формула имеет вид . Поскольку

 (см. [1]), перекинем мо-
дальность вперед и получим такую формулу, так-
же выводимую в логике QHC: . Све-
ли к первому случаю.

Теперь докажем аналог теоремы Эрбрана для
экзистенциальных формул, построенных на ос-
нове формулы сорта высказывание. Начнем со
следующей леммы.

α
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Лемма 2. Пусть имеется формула следующего ви-
да, выводимая в логике QHC: . То-
гда существуют константы  такие, что

.
Доказательство. Доказательство аналогично

тому, которое работает в классической логике
предикатов. Рассмотрим (возможно, бесконеч-
ное) множество формул вида  со
всеми возможными подстановками констант. Ес-
ли это множество противоречиво, то противоре-
чие выводится из его конечного подмножества –
и тогда выводима дизъюнкция формул с соответ-
ствующими подстановками. Если же оно непро-
тиворечиво, то рассмотрим модель Крипке  и ее
отмеченный мир w, в котором все эти формулы
истинны. Поменяем множество  так, чтобы в
нем остались только значения констант. По-
скольку формулы бескванторные, то их значения
не изменятся. Но при этом , что
противоречит условию.

Теперь докажем теорему, верную для любых
экзистенциальных формул, основанных на фор-
мулах сорта высказывание.

Теорема 5. Пусть имеется экзистенциальная фор-
мула, основанная на (бескванторной) формуле сорта
высказывание p, выводимая в логике QHC. Обозначим
через  переменные, которые стоят в послед-
нем блоке классических кванторов существования
(ближайшем к p), а через  – остальные пере-
менные. Тогда существуют константы ,

 такие, что в логике QHC выводима
формула  

.
Доказательство. Устраняем по очереди кван-

торы, начиная с внешнего. Пока мы не добрались
до последних классических кванторов, применя-
ем теорему 4. Когда же мы до них доберемся, ис-
пользуем лемму 2.

3. АНАЛОГ ТЕОРЕМЫ ХАРРОПА 
ДЛЯ ЛОГИКИ QHC

Для удобства читателя приведем формулиров-
ку теоремы Харропа для интуиционистской логи-
ки предикатов.

Определение 4. Определим класс харроповых
формул интуиционистской логики предикатов
как наименьший класс, удовлетворяющий следу-
ющим условиям:

 атомарные формулы и  харроповы;
 если  и  харроповы, то  харропова;
 если  харропова, то  харропова;
 если  харропова,  произвольная, то 

харропова.

∃ ∃ 1QHC ... nx x p
1,1 ,, , n mc c

∨ ∨  1,1 1 ,1 1, 1 ,QHC [ / , / ] [ / , / ]n n m n m np c x c x p c x c x

¬ 1 1[ / , , / ]n np c x c x

_

wD

∃ ∃_  1, ... nw x x p

1, , ny y

1, , kx x
1, , kc c

1,1 ,, , n md d
 1 1 1,1 1 ,1[ / , , / , / , , / ]k k n np c x c x d y d y ∨ ∨

 1 1 1, 1 ,[ / , , / , / , , / ]k k m n m np c x c x d y d y

• ⊥
• α β α ∧ β
• α ∀ αx
• α ξ ξ → α

Теорема 6. Пусть T состоит из замкнутых хар-
роповых формул.

1) Если , то  или .
2) Если , то для некоторой константы 

выполнено .
Логика QHC является консервативным рас-

ширением интуиционистской логики предикатов
и вместе с тем имеет более богатый язык. Поэтому
доказательство аналога теоремы Харропа для ло-
гики  будет иметь свои особенности. В част-
ности, изменится определение харроповой фор-
мулы – сначала необходимо определить строго
харроповы формулы.

Определение 5. Определим класс строго харро-
повых формул логики QHC как наименьший класс,
удовлетворяющий следующим условиям:

 атомарные формулы,  строго харроповы;
 если  и  строго харроповы, то  строго

харропова;
 если  строго харропова, то  строго хар-

ропова;
 если  строго харропова,  произвольная, то

 строго харропова;
 если  и  строго харроповы, то  строго

харропова;
 если  строго харропова, то  строго харро-

пова;
 если  строго харропова, то  строго харро-

пова.
Определим прямую сумму моделей Крипке

следующим образом. Будем считать, что множе-
ство константных символов языка  непусто.

Определение 6. Пусть  – 2 модели Крип-
ке, ,  – отмеченные миры. Их прямой
суммой  назовем модель , состоящую из
объединения моделей  и , к которым добави-
ли отмеченный мир w, меньший миров  и . Опре-
делим  – множество константных символов язы-
ка ; , где  –
всевозможные атомарные замкнутые формулы.

В дальнейших леммах рассматривается прямая
сумма двух моделей Крипке , ,

 – их отмеченные миры, w – добавленный
отмеченный мир.

Лемма 3. Пусть  – замкнутая строго харропо-
ва формула. Тогда  и .

Доказательство. Доказываем индукцией по
построению формулы.

Для атомарных формул утверждение леммы
выполнено по определению прямой суммы моде-
лей Крипке; для констант 0 и  утверждение лем-
мы так же выполнено, поскольку 0 и  ложны в
каждом мире.

α ∨ βT αT βT
∃ αT x c
α [ / ]T c x

QHC

• ⊥0,
• α β α ∧ β

• α ∀ αx

• α ξ
ξ → α

• p q ∧p q

• p !p

• α α?

Ω
_ _1 2,

∈ _1u ∈v _ 2

⊕_ _1 2 _
_1 _ 2

u v

wD
Ω ⇔  

v  ( ) ( ( ) и ( ))w A c u A c A c ( )A c

_ _1 2, ∈ _1u
∈v _ 2

A
u A ⇔v  A w A

⊥
⊥
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Пусть  (аналогично разбирается случай
). Тогда    

  .
Пусть . Предположим, что ,

. Тогда  . Пусть
 – константный символ языка . Имеем

, . В силу того, что  – за-
мкнутая строго харропова формула, получаем

. Отсюда . Обратно, если
, то  и  по монотонности

(см. [7] – для формул сорта задача логики  вы-
полнена монотонность отношения истинности).

Пусть . Предположим, что 
и . Тогда . Пред-
положим, что . Тогда  и  по моно-
тонности. Так как  и , имеем

 и . Отсюда , так как  – строго
харропова формула. Получаем . Обрат-
но, если , то  и  по
монотонности.

Пусть . Предположим, что  и .
Тогда  (мы обозначили че-
рез  множество отмеченных миров в полученной
модели ). В частности,  и , поскольку

. Так как  – строго харропова формула,
имеем . Отсюда , то
есть . Обратно, если , то  и 
по монотонности (  – формула сорта задача).

Пусть . Тогда  
  .

Определение 7. Определим класс харроповых
формул логики QHC как наименьший класс, удо-
влетворяющий следующим условиям:

 атомарные формулы,  харроповы;
 если  и  харроповы, то  харропова;
 если  харропова, то  харропова;
 если  харропова,  произвольная, то 

харропова;
 если  и  харроповы, то  харропова;
 если  харропова, то  харропова;
 если  харропова, то  харропова;
 если  строго харропова,  харропова, то

 харропова;
 если  харропова, то  харропова.

Ясно, что любая строго харропова формула яв-
ляется харроповой. Обратное неверно.

Лемма 4. Пусть  – замкнутая строго харропо-
ва формула. Тогда  и .

Доказательство. Доказываем индукцией по
построению формулы. Проверим только послед-
ние два случая индуктивного перехода (все про-

α ∧ β=A
= ∧A p q α ∧ β( ,u α ∧ β)v  ⇔ α( ,u 

β α βv v  , , )u ⇔ α β ⇔ α ∧ β  ( , )w w w
∀ α=A x ∀ αu x

∀ αv  x ∀ ∀ ∈ tt w d D α [ / ]t d x
∈ wc D Ω

α [ / ]u c x αv  [ / ]c x α[ / ]c x

α [ / ]w c x ∀ αw x
∀ αw x ∀ αu x ∀ αv  x

QHC

= ξ →αA ξ → αu
ξ → αv  ∀ ξ  α  ( )t w t t

ξw ξv  ξu
ξ → αu ξ → αv 

αu αv  αw α
ξ → αw

ξ → αw ξ → αu ξ → αv 

= !A p  !u p v  !p
∀ ∈  ( Aud )t w t t p

Aud
_ u p v  p

∈v, Audu p
w p ∀ ∈  ( Aud )t w t t p

 !w p  !w p  !u p v  !p
!p

α= ?A α αv ( ? , ? )u ⇔
⇔ α αv ( , )u ⇔ α ⇔ α  ?w w

• ⊥0,
• α β α ∧ β
• α ∀ αx
• α ξ ξ → α

• p q ∧p q
• p !p
• α α?
• p q

→p q
• p ∀xp

A
u A v  A w A

чие проверяются аналогично тому, как это было
сделано в лемме 3).

Пусть . Предположим, что .
Так как  – строго харропова формула, то ,

. Так как , , имеем ,
. Так как  – харропова формула, имеем
. Отсюда .

Пусть . Пусть  – константный
символ языка . Имеем , .
В силу того, что  – замкнутая харропова
формула, получаем . Отсюда .

Наконец, докажем аналоги теоремы Харропа
для логики QHC. Определение слабого вывода из
гипотез в логике  см. в [7].

Теорема 7. Пусть  – множество замкнутых
харроповых формул логики . Тогда, если

, то  или .

Доказательство. Предположим, что  и
. Тогда в силу теоремы 1 о полноте суще-

ствуют модели ,  и их отмеченные миры
, , что в этих мирах истинны все фор-

мулы из , но при этом , . Рассмотрим
их прямую сумму . Тогда в силу леммы 4
в нижнем мире  будут истинны все формулы из

, но .
Теорема 8. Пусть  – множество замкнутых

харроповых формул логики QHC. Тогда, если
, то существует такая константа , что

.
Доказательство аналогично доказательству

теоремы 7. В леммах 3 и 4 надо рассматривать
контрмодели для всех формул вида  и пря-
мую сумму всех этих моделей.

Замечание 1. Между отношениями слабой выво-
димости  и выводимости  в логике QHC имеет-

ся взаимосвязь. Обозначим через  ( ) множе-
ство формул сорта высказывание (задача) из мно-
жества формул . Тогда , 
(см. [7]). Поэтому теоремы 7 и 8 также выполнены,
если заменить в их формулировках слабую выводи-
мость  на выводимость .
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