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Рассматривается математическая модель конкурентного размещения предприятий (средств обслу-
живания) двумя соперничающими сторонами в ситуации альтернативных сценариев реализации
множества потребителей. Исследуемая задача выбора наилучших решений сторонами формулиру-
ется как дискретная задача двухуровневого математического программирования. Предлагается спо-
соб вычисления верхних границ значений целевой функции задачи на подмножествах решений для
использования в алгоритмах поиска оптимального решения рассматриваемой задачи. Основу пред-
лагаемого способа составляют построение дополнительных ограничений (отсечений) для HP-ре-
лаксации (high-point relaxation в англоязычной литературе) рассматриваемой задачи и получение в
результате более сильных оценочных задач. Предложена новая процедура генерации таких ограни-
чений, позволяющая получить наиболее сильные ограничения без использования процедур пере-
бора при их построении.
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1. ФОРМУЛИРОВКА ЗАДАЧИ

В [1, 2] рассматривалась математическая мо-
дель конкурентного размещения предприятий
(CompFLP), построенная на основе игры Шта-
кельберга. Разнообразие родственных постано-
вок, а также результаты, связанные с ними, ши-
роко представлены в недавних обзорах работ [3–
6]. Модель, рассматриваемая в настоящей работе,
предполагает наличие двух соперничающих сто-
рон (Лидера и Последователя), которые последо-
вательно размещают свои предприятия для об-
служивания заданного множества потребителей.
Задача Лидера состоит в выборе решения, дающе-

го максимальную прибыль при условии опти-
мального поведения Последователя, также стре-
мящегося получить наибольшую прибыль от об-
служивания “захваченных” потребителей.

Будем полагать, что Лидер при размещении
своих предприятий не обладает полной информа-
цией о множестве потребителей. Последователь,
напротив, открывает предприятия после Лидера
и имеет информацию не только о решении Лиде-
ра, но и множестве потребителей. Неопределен-
ность данных о потребителях преодолевается рас-
смотрением в модели набора возможных вариан-
тов (сценариев) множества потребителей, один из
которых будет реализован. Наилучшим считается
решение Лидера, дающее наибольшую прибыль
при наихудших для данного решения сценарии и
оптимальном решении Последователя.

Для формальной записи модели конкурентно-
го размещения предприятий с альтернативными
множествами потребителей (MSCompFLP) будут
использованы следующие обозначения. Множе-
ство  включает индексы потенциальных пред-I
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приятий, открываемых Лидером и Последовате-
лем, а множество  содержит индексы рассмат-
риваемых сценариев. Множество потребителей
при сценарии  обозначим . Предполагаем,
что  для всех , . Это
можно сделать без ограничения общности, по-
скольку потребителей, которых необходимо
включить сразу в несколько различных сценари-
ев, можно заменить требуемым количеством сво-
их дубликатов. Объединенное множество потре-
бителей из всех сценариев обозначим через

.

Фиксированные затраты, связанные с откры-
тием предприятия  Лидером и Последовате-
лем, обозначим, соответственно, через  и . Для
заданных ,  величины  и  выражают
доход, получаемый при обслуживании потреби-
теля  предприятием , открытым, соот-
ветственно, Лидером и Последователем. Кроме
того, для всякого  введем величину , выра-
жающую “дополнительный” доход Лидера в слу-
чае реализации сценария  и используемую
для корректировки влияния сценария  на реше-
ние Лидера.

В предлагаемой модели MSCompFLP мы ис-
пользуем переменные, аналогичные использо-
ванным в модели CompFLP. Бинарная перемен-
ная  равняется единице, если Лидер открывает
предприятие  и нулю в противном случае.
Бинарная переменная  равняется единице, если
Последователь открывает предприятие  при
реализации сценария , и нулю в противном
случае. Переменные  и  равняются единице,
если открытое, соответственно, Лидером и По-
следователем предприятие  назначается для
обслуживания потребителя , и нулю в про-
тивном случае.

При моделировании предполагается, что при
назначении открытого предприятия для обслу-
живания потребителя  учитываются предпо-
чтения этого потребителя, представленные отно-
шением порядка  на множестве . Для 
запись  означает  и .

С использованием введенных обозначений за-
дача выбора наилучшего решения в модели MS-
CompFLP может быть записана как следующая
задача двухуровневого математического програм-
мирования:
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Целевая функция (1) выражает величину при-
были Лидера в худшем сценарии с учетом адди-
тивных поправок ,  в величину дохода для
каждого из сценариев. Целевая функция внут-
ренней задачи (6) представляет суммарную при-
быль Последователя по всем сценариям, и ее оп-
тимизация эквивалентна оптимизации прибыли
в каждом индивидуальном сценарии. Ограниче-
ния (2) и (8) реализуют правило выбора обслужи-
вающего предприятия для каждого потребителя,
а (3) и (9) не позволяют использовать для обслу-
живания закрытые предприятия. В одном месте
не могут располагаться предприятия обеих кон-
курирующих сторон (7).

Обозначим задачу верхнего уровня (1)–(5) че-
рез , а задачу нижнего уровня (6)–(10) через .
Для задачи (1)–(10) в целом используем обозна-
чение .

Пару , , ,
где  – допустимое решение задачи верхнего
уровня, а  – оптимальное решение задачи ниж-
него уровня, назовем допустимым решением зада-
чи . Поскольку элементы решения 
определяются бинарным вектором , то ре-
шение  назовем допустимым решением, по-
рожденным вектором . Значение целевой функ-
ции задачи  на допустимом решении 
обозначим . Для модели MSCompFLP так
же, как и для модели CompFLP, ставится задача
поиска наилучшего решения среди пессимистиче-
ских допустимых решений [7]. Пессимистическое
допустимое решение, порожденное вектором ,
дает наименьшее значение целевой функции

 среди всех допустимых решений ,
порожденных вектором .

С задачей  связано семейство задач, по-
лучаемых из нее удалением всех сценариев, кроме
одного. Задача со сценарием  есть задача
CompFLP [2]. Обозначим эту задачу , а
значение ее целевой функции на допустимом ре-
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шении  – через . Для построения
пессимистического допустимого решения 
исходной задачи , порожденного заданным
бинарным вектором  необходимо построить
пессимистические допустимые решения ,
порожденные вектором  для всякого . Каж-
дое из решений ,  будет частью реше-
ния  и при этом .
Для построения пессимистического допустимого
решения задачи , порожденного задан-
ным вектором , необходимо решить две задачи
целочисленного программирования, одна из ко-
торых есть задача , а другая – вспомогательная
задача той же размерности, что и задача .

Поиск оптимального пессимистического ре-
шения может быть организован по схеме неявно-
го перебора в пространстве векторов размещения

, определяющих соответствующие им пессими-
стические допустимые решения. В своей работе
такие схемы опираются на процедуру вычисле-
ния качественных верхних оценок для значений,
принимаемых целевой функцией на подмноже-
ствах множеств допустимых решений. Разработка
такой процедуры открывает возможность точно-
го решения модели конкурентного размещения в
условиях неопределенности спроса и обсуждает-
ся в последующих разделах статьи.

2. УСИЛЕННАЯ 
ОЦЕНОЧНАЯ ЗАДАЧА

Основой для вычисления верхней границы
значений целевой функции задачи  на под-
множествах решений является ее релаксация, на-
зываемая HP-релаксацией [7]. Такая задача полу-
чается из исходной двухуровневой модели (1)–
(10) исключением из нее условия (5) и целевой
функции задачи . Кроме того, из задачи  могут
быть исключены переменные , поскольку они
не влияют на значение целевой функции полу-
ченной задачи. Таким образом, HP-релаксация
исследуемой задачи  есть задача , допол-
ненная ограничениями (7) и (10), а ее допустимое
решение  имеет вид , .
Значение целевой функции релаксированной за-
дачи на решении  обозначим .

Понятно, что оптимальное решение  ре-
лаксированной задачи имеет нулевые значения
переменных  и дает завышенную верхнюю
границу для оптимального значения целевой
функции исходной задачи . Общий подход
к улучшению верхней границы состоит в постро-
ении дополнительных ограничений, стимулиру-
ющих переменные  релаксированной задачи
принимать ненулевые значения. Если эти огра-
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ничения выполняются на пессимистических до-
пустимых решениях задачи , то HP-релак-
сация задачи , называемая усиленной оценоч-
ной задачей (SEP), может быть использована для
вычисления верхних границ.

Поскольку в задаче  оптимальные значе-
ния переменных  вычисляются независимо
для различных , то дополнительные ограни-
чения для задачи  можно искать в виде до-
полнительных ограничений для задач 
при фиксированных .

В [1, 2] предложены дополнительные ограни-
чения для усиления HP-релаксации задачи Com-
pFLP, названные c-отсечениями. При рассмотре-
нии c-отсечений задачи  используются
следующие обозначения. Пусть ,  –
непустые подмножества, и пусть . Положим

, где  для всех ;

;

;

.

Если ,  – ненулевой бинарный век-
тор, то положим также , NJ(x) =

= , где .

Пусть , , , и пусть для
множества  и 
справедливы соотношения

Тогда неравенство

(11)

выполняется на любом пессимистическом допу-
стимом решении задачи  и называется c-
отсечением, сгенерированным парой подмножеств

 и номером .

Для построения c-отсечения в [1, 2] предложе-
на переборная процедура поиска для заданного
подмножества  требуемых подмножества  и
номера .

Построение пары подмножеств , генери-
рующей с-отсечение, существенно упрощается,
если ограничиться рассмотрением пар подмно-
жеств специального вида. Пара непустых под-
множеств , ,  при  имеет
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канонический вид, если  и
.

Утверждение 1. Пусть пара подмножеств 
при  генерирует c-отсечение. Тогда су-
ществует пара подмножеств  каноническо-
го вида, которая при данном  генерирует c-отсе-
чение. При этом , и .

С использованием утверждения 1 построение
c-отсечения может быть упрощено. В отличие от
схемы перебора подмножеств , использованной
в [2], утверждение 1 открывает путь к построению
отсечений путем выбора подходящего . Для это-
го достаточно построить соответствующее мно-
жество  и проверить выполнимость неравенств

 и . В случае положи-
тельного результата проверки пара подмножеств
канонического вида может строиться на основа-
нии эвристических правил, направленных на на-
хождение наиболее сильных c-отсечений. К при-
меру, вовлекающих минимальное количество пе-
ременных.

3. ВЫЧИСЛЕНИЕ ВЕРХНИХ ГРАНИЦ

Построение алгоритмов неявного перебора
для поиска пессимистического оптимального ре-
шения задачи  предполагает вычисление
верхних границ значений целевой функции задачи
на рассматриваемых в ходе работы алгоритма под-
множествах решений. Такие подмножества зада-
ются частичными решениями , , 1,
*}, , фиксирующими значения некоторых пе-
ременных , . Пусть ,

 = 1}. Тогда элементами подмно-
жества решений задачи , заданного частич-
ным решением , будут пессимистические
допустимые решения, порождаемые векторами

, , такими, что

(12)

Задачи  и  с указанными дополни-
тельными условиями (12) в задаче верхнего уров-
ня обозначим, соответственно, через  и

, .

Если  есть бинарный вектор, то верхняя гра-
ница  целевой функции задачи  вы-
числяется точно путем нахождения значения целе-
вой функции задачи  на пессимистическом
допустимом решении, порожденном вектором .
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В общем случае, когда y не является бинарным
вектором, процедура вычисления верхней грани-
цы есть итерационный процесс, состоящий из
начальной итерации и некоторого числа одно-
типных основных итераций.

На начальной итерации строим задачу SEP для
задачи . Для этого к ограничениям HP-
релаксации задачи  добавляем ограничение
(12) и известные к данному моменту дополни-
тельные c-отсечения для задачи , .

На основной итерации рассматриваем постро-
енную на предыдущей итерации задачу SEP для
задачи  и вычисляем ее оптимальное ре-
шение , , , ,

. Далее для всякого  рассматриваем ре-
шение , которое является частью решения

 и допустимым решением подзадачи SEP,
соответствующей задаче . После этого для
задачи  строим с-отсечения, которые на-
рушаются на решении . Такие отсечения
назовем c-отсечениями решения .

Пусть ,  и пусть , если
, и  в против-

ном случае.
Утверждение 2. Неравенство (11), сгенериро-

ванное парой , нарушается на решении
 тогда и только тогда, когда  и

.
Таким образом, построение c-отсечения ре-

шения  сводится к поиску подмножества 
множества  такого, что пара

, где , генерирует c-отсечение.

Утверждение 3. При заданном  множество
 такое, что пара , где ,

генерирует c-отсечение, существует тогда и толь-
ко тогда, когда

Если для заданного  указанный
критерий существования множества  выполня-
ется, то возникает задача выбора элементов мно-
жества , из которых будет со-
ставлено . Этот выбор должен быть продикто-
ван стремлением к тому, чтобы пара , где

, генерировала наиболее сильное с-от-
сечение решения . Для построения такого
множества можно сформулировать вспомога-
тельную оптимизационную задачу, решение ко-
торой будет определять множество  с наимень-
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шим суммарным числом элементов во множе-
ствах  и . Построенное таким
образом c-отсечение назовем c-отсечением реше-
ния , сгенерированным номером .

Суммируя сказанное, получим следующую
схему вычисления на каждой основной итерации
алгоритма вычисления верхней границы .
После вычисления оптимального решения 
текущей задачи SEP для задачи  последо-
вательно для всякого  исследуем элементы

 с целью построения c-отсечений ре-
шения , сгенерированных элементом k.
Для этого для заданного  проверяем выполнение
критерия существования требуемого c-отсече-
ния. Если критерий выполняется, то вычисляем
соответствующее множество  и получаем требуе-
мое c-отсечение. Это неравенство добавляем к
ограничениям рассматриваемой задачи SEP. Если в
процессе просмотра элементов  и 
удалось построить хотя бы одно c-отсечение, то на-
чинаем следующую итерацию. В противном случае
величину верхней границы  полагаем равной
оптимальному значению  целевой функ-
ции задачи SEP и завершаем процедуру вычисле-
ния верхней границы.

Для оценки эффективности указанной проце-
дуры были сгенерированы тестовые примеры, в
которых расположение предприятий и потреби-
телей задавалось случайно размещенными на
единичном квадрате точками. Предпочтения по-
требителей определяются евклидовыми расстоя-
ниями между точками. Сценарии спроса в приме-
рах упорядочены по убыванию потенциальной
доходности, и в каждом последующем сценарии
рассматривается лишь часть множества потреби-
телей предыдущего.

В табл. 1 представлены средние по 5 примерам
каждой размерности показатели времени вычис-
ления и числа просмотренных вершин для метода
ветвей и границ, использующего описанный спо-
соб подсчета верхних границ. Отметим, что рост
размерности задачи сопровождается лишь незна-
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чительным ростом числа просматриваемых вер-
шин. Это, по-видимому, объясняется способно-
стью алгоритма быстро обнаруживать оптималь-
ное решение, а также особенностью модели: в
силу существенных отличий между сценариями
спроса, число решений, способных хорошо себя
проявлять во всех сценариях, крайне ограничено,
и отклонения от оптимального решения приво-
дят к ухудшению верхних оценок, позволяющему
на начальных этапах ветвления определить по-
добные отклонения как бесперспективные. При
этом с ростом размерности задачи увеличивается
время решения задач SEP в вершинах дерева
ветвления, а также число генерируемых с-отсече-
ний, что приводит к быстрому росту общего вре-
мени работы. Несмотря на указанное обстоятель-
ство, алгоритм показывает высокую эффектив-
ность, позволяя точно решать задачи с 25 местами
возможного размещения предприятий со сред-
ним временем работы менее двух часов.
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Таблица 1. Зависимость времени вычислений и числа
просмотренных вершин в методе ветвей и границ
(среднее по 5 примерам) от количества мест возмож-
ного размещения предприятий

|I| Время, с Вершины

5 1 3
10 28 15
15 86 4
20 387 46
25 4322 55
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UPPER BOUND FOR THE COMPETITIVE FACILITY LOCATION PROBLEM 
WITH DEMAND UNCERTAINTY

V. Beresneva,b and A. Melnikova,b

aSobolev Institute of Mathematics, Novosibirsk, Russian Federation
bNovosibirsk State University, Novosibirsk, Russian Federation

Presented by Acadimician of the RAS V.G. Romanov

We consider a competitive facility location problem with two competing parties operating in a situation of un-
certain demand scenario. The problem to find the best solutions for the parties is formulated as a discrete bi-
level mathematical programming problem. In the paper, we suggest a procedure to compute an upper bound
for the objective function on subsets. The procedure could be employed in implicit enumeration schemes ca-
pable to compute an optimal solution for the problem under study. Within the procedure, additional con-
straints iteratively augment the high-point relaxation of the initial bi-level problem, what strengthens the re-
laxation and improves the upper bound’s quality. New procedure to generate such cuts allows to construct the
strongest cuts without enumerating the parameters encoding them.

Keywords: Bi-level programming, Stackelberg game, competitive facility location, pessimistic optimal
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