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Вариационные неравенства являются унифицированной оптимизационной постановкой, которая
интересна не только сама по себе, но и потому что включает в себя задачи минимизации и поиска
седловой точки. Между тем современные приложения побуждают рассматривать стохастические
формулировки оптимизационных задач. В данной работе представлен анализ метода, имеющего
оптимальные оценки сходимости для монотонных стохастических вариационных неравенств вида
конечной суммы. В отличие от предыдущих работ, наш метод поддерживает батчирование и не теряет
оптимальности оракульной сложности для любых размеров батча. Эффективность алгоритма, осо-
бенно в случае малых, но не единичных батчей, подтверждается численными экспериментами.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В данной работе рассматривается следующая

задача вариационного неравенства:

(1)

где  – некоторый оператор, g – выпуклая полу-
непрерывная функция, определенная на .
Вариационные неравенства являются одной из
популярных оптимизационных формулировок.
Это связано с тем, что они включают в себя мно-
жество задач, широко встречающихся в различ-
ных областях прикладной науки. Чтобы понять
важность вариационных неравенств, приведем
два классических примера.

Пример 1 (Минимизация). Рассмотрим выпук-
лую задачу минимизации с регуляризатором:

(2)

где f – целевая функция, а g – регуляризатор. Ес-
ли взять , то можно доказать, что
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 является решением (1) тогда и только
тогда, когда  является решением (2) [1,
Section 1.4.1].

Пример 2 (Седловая задача). Рассмотрим вы-
пукло-вогнутую седловую задачу:

(3)

где  и  можно считать регуляризаторами. Опреде-
лим   и

. Можно доказать,
что  является решением (1) тогда и
только тогда, когда  является решением
(3) [1, Section 1.4.1]. Таким образом, выпукло-во-
гнутые седловые задачи (3) могут быть рассмотре-
ны с помощью переформулировки в виде вариа-
ционного неравенства (1).

В то время как задачи минимизации обычно
рассматриваются отдельно от вариационных не-
равенств, задачи поиска седловых точек очень ча-
сто изучаются именно в общности вариационных
неравенств. Но даже не принимая во внимание
задачи минимизации сами вариационные нера-
венства [2] и их частный случай – седловые зада-
чи – имеют множество приложений в реальных
приложениях. Тут, прежде всего, следует отме-
тить классические примеры из экономики и тео-
рии игр, расцвет которых пришелся на середину
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прошлого века [1, 3, 4]. Важно отметить также
классические, но более новые сюжеты из области
робастной оптимизации [5–7] и обучения с учи-
телем/без учителя [8–13]. Еще большую значи-
мость вариационным неравенствам придают но-
вые приложения из областей обучения с подкреп-
лением [14, 15], состязательного обучения [16] и
генеративных моделей [17–20].

Между тем с каждым годом современные при-
кладные задачи становятся все более сложными и
имеют стохастический характер: F(x) = .
Часто такое математическое ожидание не может
быть представлено в аналитической форме из-за
того, что распределение  является нетривиаль-
ным или даже неизвестным, поэтому прибегают к
подходу Монте-Карло, который аппроксимирует
интеграл с помощью выборки из распределения :

(4)

В алгоритмах, предназначенных для решения
стохастических задач [21–24], часто избегают об-
ращения к полным операторам или градиентам и
прибегают к технике батчирования, когда выби-
рается одно или несколько слагаемых из (4). По-
этому очень важно, чтобы алгоритм был устойчив
при использовании батчей любого размера, что
подтверждается как с точки зрения теории, так и
на практике. Но даже для задач минимизации не
все стохастические методы обладают данным
свойством [25, Раздел 5]. Это подводит нас к цели
данной работы:

Разработать алгоритм решения монотонного
стохастического вариационного неравенства ви-

ξ ξ[ ( )]F xE $
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$


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M

m
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M

да конченой суммы с липшицевыми слагаемыми
(1) + (4). При этом алгоритм должен быть нечув-
ствителен к размеру батчей.

Краткий обзор существующих результатов. Тео-
рия решения монотонных вариационных нера-
венств с липшицевым оператором имеет обшир-
ную историю. Естественной идеей для создания
методов для решения вариационных неравенств
является обобщение градиентного спуска с помо-
щью замены градиента  на оператор .
Однако для монотонных операторов такой метод
может расходиться. Прорывом стало создание
экстраградиентного метода [26], который был
широко теоретически исследован [7, 27] и впо-
следствии получил различные модификации и
обобщения [28, 29], в том числе и для стохастиче-
ского случая [30]. Что касается методов решения
монотонных стохастических задач вида конечной
суммы, то можно выделить работы [31–33], в ко-
торых авторы адаптируют технику редукции дис-
персии для вариационных неравенств. Более то-
го, результаты из [32] являются оптимальными
[34]. Но это справедливо только для случая, когда
на каждой итерации мы собираем батч размера
один. Как только мы используем неединичный
батч, результаты работ [31, 32] становятся хуже.
Подробнее см. табл. 1.

В данной статье предложено решение этой
проблемы и представлен метод, оптимальный для
любого размера батча. Идея основана на оптими-
стической схеме с моментумом из статьи [35]. Од-
нако в указанной работе авторами были рассмот-
рены только сильно монотонные вариационные
неравенства, тогда как в данной статье рассмат-
риваеютя более общие и более сложные с точки

∇ ( )f x ( )F x

Таблица 1. Сравнение оракульных сложностей нахождения -решения монотонного стохастического вариаци-
онного неравенства вида конечной суммы с липшицевыми операторами (1) + (4). Сходимость измеряется с по-
мощью зазора двойственности. Обозначения:  = константа сильной монотонности оператора ,  = константы
Липшица для всех ,  = размер локального датасета,  = размер батча

Примечание. (1) детерминированные методы, аналогичные результаты также были получены в [27, 29].

Источник Сложность Дополнительные предположения

Nemirovski et al. [7](1)

Carmon et al. [31]  выпуклая для любой u 
или ограниченной области

Alacaoglu and Malitsky [32]

Alacaoglu et al. [33]

This paper

Han et al. [34] нижняя оценка

ε

μ F L
iF n b

( )ε
2 Ln

( )ε
2 Lbn →  + ∇ − ( ) ( ),x F x g x x u

( )ε
2 Lbn
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2 Ln
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ПИЧУГИН и др.

зрения теоретического анализа монотонные ва-
риационные неравенства.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
И ПРЕДПОЛОЖЕНИЯ

В работе рассматривается задача (1) + (4), где
 – конечномерное евклидово пространство со

скалярным произведением  и индуцирован-
ной нормой . Для выпуклой полунепрерывной
g обозначим ее область определения как domg =
= . Предполагаем, что функция 
является такой, что оператор prox(x) =

=  при любом 

может быть точно вычислен “бесплатно”. Отметим
важное свойство prox, а именно для y = 
выполняется

(5)

Через  обозначим условное матожидание

Каждый оператор  является од-
нозначным. Основные предположения работы
формулируются следующим образом.

Предположение 1.
 Решение задачи (1) + (4) существует и может

быть не единственным.
 Оператор  монотонный, т.е. для любых

 выполняется

 Оператор  -липшицевый, т.е. для любых
 выполняется

 Оператор  является -липшицевым.

Определим , как .

3. ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ
В основу описанного в данной статье метода

положена нераспределенная версия Алгоритма 1

из статьи [35]. Данный алгоритм основан на так
называемой “оптимистической” модификации
[28] метода экстраградиента [26]. Суть этой моди-
фикации заключается в использовании значения
оператора не только в точках текущей итерации
(  и ), но и с прошлой итерации (  и ).
Также в методе используется техника редукции
дисперсии [22, 32], для чего введена дополнитель-
ную последовательность . Отметим, что точка

 (опорная точка) меняется редко (если p мало), и
поэтому полный оператор  практически не
пересчитывается. Также в данной работе применен
случайный отрицательный момент , ко-
торый необходим для применения техники ре-
дукции дисперсии в методах вариационных нера-
венств [32, 33].

В качестве критерия сходимости используем
следующую функцию:

(6)

Здесь мы берем максимум не на всем множестве
, а на  – компактном подмножестве . Таким

образом, мы можем рассматривать и неограни-
ченные множества . Это допустимо, по-
скольку рассмотренная версия критерия справед-
лива, если решение  лежит в ; подробнее см.
[6]. Следующая теорема представляет сходимость
предложенного метода.

Теорема 1. Рассмотрим задачу (1) + (4) в Предпо-
ложениях 1. Пусть  – последовательность, гене-
рируемая Алгоритмом 3 с выбранными  сле-
дующим образом:

Тогда, при , количество итераций для дости-
жения  равно

Algorithm 1. Оптимистичный Метод с Моментум и Батчированием

1: Параметры: размер шага , момент , вероятность , размер батча ,
количество итераций K

2: Инициализация: выбрать 
3: for  do

4: Выбрать  случайным образом из  независимо и равномерно

-
⋅ ⋅,

⋅|| ||
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5: 

6: 

7: 

8: 

9: end for

Доказательство см. в Приложении A. Отме-
тим, что Теорема дает итерационную сложность
Алгоритма 3, но интерес представляет, прежде
всего, оракульная сложность (количество обра-
щений к слагаемым ). Можно заметить, что на
каждой итерации в среднем вызывается 
слагаемых – каждый раз вызывается батч размера

, и с вероятностью  вычисляется полный опе-
ратор. Отсюда сразу получаем оптимальный вы-
бор для :

Следствие 1. В условиях теоремы 1 при выборе

 получается следующая оракульная слож-

ность для Алгоритма 1

Если , то получаем . Этот

результат является оптимальным и неулучшае-
мым [34].

4. ЭКСПЕРИМЕНТЫ
В данном разделе проверяется эффективность

работы алгоритма 1 на практике.
Рассмотрим билинейную задачу:

(7)

где  – единичный симплекс в . В данной ра-
боте используются те же экспериментальные на-
боры входных данных, что и в [32], в частности,
рассматриваются матрицы игры “вор и полицей-
ский” из [36] и первая тестовая матрица из [37].
Заметим, что задача (7) не имеет вид конечной
суммы, как (1) + (4), но можно переписать A из (7)

следующим образом:  или ,

где  – -я строка A, а  – -й столбец A – см. по-
дробнее в Разделе 5.1.2 из [32].

Для сравнения взяты методы из табл. 1. В част-
ности, выбраны Алгоритмы 1 и 2 из [32], Алго-
ритм 1 + 2 из [31]. Все алгоритмы рассматривают-

ся в евклидовой постановке с проекцией на сим-
плекс из [38].

Параметры всех методов настраиваются, исхо-
дя из теоретических результатов, соответствую-
щих статей – см. Раздел 6 из [32]. Все методы про-
веряются с различными размерами батчей. В ка-
честве критерия сходимости используется зазор
двойственности (6), который вычисляется как

 ввиду решения задачи
на симплексе. Критерием сравнения является ко-
личество операций (одна операция вычислитель-
но равна вычислениям Ay и ).

Результаты отражены на рис. 1 и 2. Они пока-
зывают, что алгоритм 3 превосходит всех конку-
рентов.

5. ВЫВОДЫ
В статье представлен алгоритм решения моно-

тонных стохастических вариационных нера-
венств вида конечной суммы с липшицевыми
слагаемыми. С теоретической точки зрения алго-
ритм является оптимальным практически для
любого размера батча. В качестве направлений
дальнейшей работы авторов интересует получе-
ние версии Алгоритма 3 в неевклидовом случае с
произвольной дивергенцией Брэгмана.

Приложение
A. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

Перед доказательством теоремы введем следу-
ющие леммы.

Лемма 1 [Лемма 2.4 из [32]]. Пусть  –
фильтрация, а (uk) – стохастический процесс,
адаптированный к  с . Тогда для лю-
бого , x0 в X и любого компактного множе-
ства  справедливо

Лемма 2. В условиях Предположении 1 для итера-
ций Алгоритма 1 имеет место следующая оценка:
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Рис. 1. Сравнение вычислительных сложностей для Алгоритма 3, EG-Mal22-1 (Алгоритм 1 [32]), EG-Mal22-2 (Ал-
горитм 2 [32]), EG-Car19 (Алгоритм 1+2 из [31]) на (7) с матрицей полицейского и грабителя из [36].
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Рис. 2. Сравнение вычислительных сложностей для алгоритма 3, EG-Mal22-1 (Алгоритм 1 [32]), EG-Mal22-2 (Алго-
ритм 2 [32]), EG-Car19 (Алгоритм 1+2 из [31]) на (7) с первой тестовой матрицей из [37].
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(8)

где  равно

(9)
Доказательство. Начнем со строки 6 Алгорит-

ма 1.

Из неравенства Коши-Шварца имеем
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но, можно заметить, что
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Применяя определение , получаем

Взятие полного математического ожидания за-
вершает доказательство.  

Лемма 3. Для итераций Алгоритма 1 с  на
любом компакте  выполняется следующая
оценка:

где  – ||wk – x||2 + (1 – γ) .
Доказательство. Для краткости введем

− −

∈

 
+ − − − 

  
 1 1 2

2
2 ||( ( ) ( )) ( ( ) ( ))||

k

k k k k
k j j

j S

F x F x F x F x
b

E <

−

∈

−

∈

 
− + 

  
 

+ − 
  





21
2

21
2

2 ( ) ( )

2 ( ) ( ) .

k

k

k k
k j j

j S

k k
k j j

j S

F x F w
b

F x F x
b

< E

E

− −E E E E
2 2 2|| || = || || || ||X X X X

1 , ,k k
bj j kS

Δ − ΔE E <
2[|| [ ]|| ]k k

k k

( ) ( )
( ) ( )

−

−

  − +  
+ − =

E E <
21

u.a.r.{1, , }

21

2 k k
k j M j j

k k
j j

F x F w
b

F x F x

( ) ( )(
( ) ( ) )

−

−

− +

+ −


21

=1
21

2=

.

M
k k

j j
j

k k
j j

F x F w
Mb

F x F x

jF jL

( )− −

 Δ − Δ 

− + −

E <

<

 2

2 1 2 1 2

=1

|| [ ]||

2 || || || || .

k k
k k

m
k k k k

j
j

L x w x x
mb

L

( )− −

 Δ − Δ 

− + −

E E <

<

2

2
1 2 1 2

|| [ ]||

2 || || || || .

k k
k k

k k k kL x w x x
b


γ = p

⊆# X

−

∈ ∈

−
+

 
≤ − + 

 
γ − γ+ − ω





# #
E

E

1
0 2

1
=0

1
1 2

=0

max ( , ) 2 max{|| || }

(1 ) || || ,
2

K

x x
k

K
k k

k

e x k x x

x

+= −1 2
1( , ) || ||ke k x w x + −1 2|| ||kx x

+ + +γ + − γ ω − ω1 1 1= (1 ) .k k k ku x



218

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 514  № 2  2023

ПИЧУГИН и др.

Используя новые обозначения, перепишем
 в виде
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После взятия суммы и последующего усредне-
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Здесь также использовалась инициализация Ал-
горитма 1 с . Применяя неравенство
Юнга, используя -липшицевость  и учитывая

определение  из условий теоремы для лю-

бого k, можно получить
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Далее используем монотонность F, применяем
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Используя новое обозначение  и

взяв максимум на , получаем

Здесь также использовалось то, что максимум сум-
мы не превосходит сумму максимумов. После это-
го берем математическое ожидание и получаем
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Используя Лемму 3 для второй строки предыду-
щей оценки и Лемму 1 для третьей строки, имеем
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 – Липшицевость  (Предположение 1) и выбор

 дает

+

+

η Δ − Δ − 

   η Δ − Δ + −   

E E

E E E

<

<

1

2 2 1 2

[2 [ ] , ]
14 || [ ] || || || ,
4

k k k k
k

k k k k
k

x x

x x

− +

− +

η − − 

   η − + −   

E

E E

<

<

1 1

2 1 2 1 2

[2 ( ) ( ), ]
14 || ( ) ( )|| || || .
4

k k k k

k k k k

F x F x x x

F x F x x x

{ }∈
−

  η − +   

η  + Δ − Δ − 
#

E E

E E

<
0 2

12
2

=0

42 Gap( ) max || ||

|| [ ] ||

K

x

K
k k

k
k

x x x
K

K

− −
+ +

−

 γ − γ− − + − + 
 

 + − + 

 E

E

1 1
1 2 1 2

=0 =0

1 2

1|| || || ||
2

1 || ||
32

K K
k k k k

k k

K K

w x x x
K K

x x
K

−
−

−
+

η  + − + 

 + − + 





E

E

12
1 2

=0
1

1 2

=0

4 || ( ) ( )||

1 || ||
4

K
k k

k
K

k k

k

F x F x
K

x x
K

− −
+

−

∈

η+ Δ − Δ + −

η− + Δ − Δ −

 



1 12
2 1 2

=0 =0
12

0 2 2

=0

4 1[|| [ ] || ] [|| || ]
4

54 [max{|| || }] [|| [ ] || ]

K K
k k k k

k
k k

K
k k

kx
k

x x
K K

x x
K K

E E E

E E E

<

<
#

− −
+ +

−
− −

 γ − γ− − + − + 
 

η+ − + −

 



1 1
1 2 1 2

=0 =0
12

1 2 1 2

=0

1/2|| || || ||
2

41 [|| || ] [|| ( ) ( )|| ].
32

K K
k k k k

k k

K
K K k k

k

w x x x
K K

x x F x F x
K K

E

E E

L F

γ ≤ 1
L

{ }∈
−

  η − +   

η  + Δ − Δ − 
#

E E

E E

<
0 2

12
2

=0

42 Gap( ) max || ||

5 || [ ] ||

K

x

K
k k

k
k

x x x
K

K

− −
+ +

−
− −

 γ − γ− − + − + 
 

η   + − + −   

 



E

E E <

1 1
1 2 1 2

=0 =0
12 2

1 2 1 2

=0

1/2|| || || ||
2

41 || || || ||
32

K K
k k k k

k k

K
K K k k

k

w x x x
K K

Lx x x x
K K



222

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 514  № 2  2023

ПИЧУГИН и др.

Здесь также использовалась инициализация Ал-

горитма 1 с . Применяя Лемму 2, получа-
ем
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OPTIMAL ANALYSIS OF METHOD WITH BATCHING FOR MONOTONE 
STOCHASTIC FINITE-SUM VARIATIONAL INEQUALITIES
A. Pichugina, M. Pechina, A. Beznosikova, A. Savchenkob, and A. Gasnikova

aMoscow Institute of Physics and Technology, Dolgoprudny, Russian Federation
bSber AI Lab, Moscow, Russian Federation

Presented by Academician of the RAS A.A. Shananin

Variational inequalities are a universal optimization paradigm that is interesting in itself, but also incorporates
classical minimization and saddle point problems. Modern realities encourage to consider stochastic formu-
lations of optimization problems. In this paper, we present an analysis of a method that gives optimal conver-
gence estimates for monotone stochastic finite-sum variational inequalities. In contrast to the previous works,
our method supports batching and does not lose the oracle complexity optimality. The effectiveness of the
algorithm, especially in the case of small but not single batches is confirmed experimentally.

Keywords: stochastic optimization, variational inequalities, finite-sum problems, batching
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