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Исследуются особенности фазовых структур внутренних гравитационных волн, возбуждаемых дви-
жущимся источником возмущений. Численно изучены основные дисперсионные зависимости,
определяющие свойства возбуждаемых дальних волновых полей. Приведены результаты расчетов
амплитудно-фазовых структур дальних полей внутренних гравитационных волн от движущихся ис-
точников возмущений для распределений частоты плавучести, характерных для акватории Север-
ной Атлантики.
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Источниками внутренних гравитационных
волн (ВГВ) в океане могут быть любые возмуще-
ния стратифицированной среды [13, 15, 16]. Од-
нако наиболее сильные “генераторы” внутренних
волн – это прилив и ветер. Приливные течения
набегают на подводный склон и генерируют ВГВ
приливного периода, которые затем распростра-
няются как свободные волны. Вблизи источника
поля ВГВ описываются лучами или множеством
мод, при этом высокие моды быстро затухают и
далее распространяются волны низших мод [13,
16]. При ветровом воздействии на поверхность
океана прямой генерации ВГВ практически не
происходит: ветровое воздействие генерирует
инерционные колебания, которые, разрушаясь,
генерируют волновые пакеты широкого диапазо-
на частот [15, 18]. Генерация ВГВ метеорологиче-
скими возмущениями рассматривалась в [9, 10, 18].
Сильнейшим генератором инерционных колеба-
ний являются тайфуны и ураганы: тайфун может
перемещаться по поверхности океана со скоро-
стью несколько метров в секунду, что, как прави-
ло, больше фазовых скоростей ВГВ в океане [2, 7,
9, 15, 18]. За тайфуном образуется волновой след,

напоминающий конус Маха, в котором возбуж-
даются сначала инерционные колебания, а потом
широкий спектр внутренних волн [9, 10, 18].
Практически в океане такие возбуждаемые волны
имеют период порядка одного часа в зависимости
от глубины океана [2, 6, 7, 15]. Внутренние волны
могут генерироваться также другими сильными
возмущениями в океане, например, неустойчи-
выми струями течений, фронтами, вихрями [2–4,
8, 20]. Возбуждаемые с помощью этого механизма
генерации волновые поля могут генерироваться
также другими сильными возмущениями, кото-
рые играют значительную роль в различных меха-
низмах переноса энергии в толще океана [13, 15, 16].
Распространение диспергирующих ВГВ в океане
имеет особенности, связанные с зависимостью
скорости распространения от длины волны.
Структура волновых картин на больших расстоя-
ниях от движущегося источника практически не
зависит от его формы и определяется в основном
законом дисперсии и скоростью источника. Со-
временные подходы к описанию линейных ВГВ
основаны на представлении волновых полей ин-
тегралами Фурье, анализе их асимптотик и на по-
строении фазовых структур в рамках кинематиче-
ской теории диспергирующих волн [3, 7, 11].

В работе рассматриваются особенности фазо-
вой и амплитудной структур дальних полей ВГВ,
используя распределения частоты плавучести, ха-
рактерные для акватории Северной Атлантики [5,
12, 17, 19]. Учет реальной стратификации темпе-
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ратуры и солености позволяет учитывать особен-
ности волновой динамики с учетом изменчиво-
сти плотности морской среды, наблюдаемой при
натурных измерениях ВГВ в Мировом океане.
Район Северной Атлантики был выбран, по-
скольку в этой части океана часто наблюдаются
достаточно сильные ветры. Также был рассмот-
рен район западной тропической Атлантики, где
в осенний сезон проходят траектории ураганов.
Аналогичная ситуация наблюдается в северной
части Тихого океана и в других районах океана с
сильными ветрами, поэтому принципиального
различия в физических особенностях волновых
процессов нет, однако возможны определенные
отличия в численных значениях решений.

Ниже приводится табл. 1 частоты Вяйсяля-
Брента на характерных глубинах сезонного тер-
моклина 100 м и главного термоклина 1000 м для
рассмотренных районов Северной Атлантики,
где проводились отечественные измерения [5, 6,
12, 17, 18].

В движущейся вместе с источником системе
координат установившееся поле возвышения

 линейных ВГВ, возбуждаемых в невяз-
кой, несжимаемой, стратифицированной по вер-
тикали среде конечной глубины  при 
определяется из задачи [3, 11]

(1)

где  – скорость движения источника, ,
 – глубина погружения источника, , ,

,  =  – частота Вяйсяля–

Брента,  – невозмущенная плотность среды,
функция  описывает плотность рас-
пределения источников в движущейся системе
координат. На больших расстояниях реальные
источники возмущений ВГВ допускают физиче-
ски обоснованную аппроксимацию некоторой
системой точечных локализованных источников,
взятых с определенными весами [3, 4, 7, 20]. Ре-
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шение задачи (1) описывает установившийся
волновой режим в движущейся со скоростью 
вместе с источником возмущений системе коор-
динат, и имеет вид суммы волновых мод [3, 11]

(2)

где подынтегральная функция  зависит
от собственных функций и собственных значе-
ний , являющихся решением уравнения:

 = ,  = ,  – собствен-
ное число основной вертикальной спектральной
задачи ВГВ [3, 15]. В [3] показано, что при 
и фиксированных значениях  вклад сла-
гаемых, описывающих переходной режим и явно
зависящих от времени, экспоненциально мал.

Асимптотики интегралов (2), описывающие
поле отдельной моды ВГВ вдали от источников
возмущений, можно вычислить методом стацио-
нарной фазы, стационарные точки фазовой
функции определяются из решения уравнения:

. Асимптотики стационарной фазы пе-
рестают работать в окрестности волновых фрон-
тов, т.е. в случае, когда стационарные точки стре-
мятся друг к другу и . Волновые фронты
определяются такими значениями , при кото-
рых , асимптотики волнового поля
вблизи каждого из волновых фронтов могут выра-
жаться через функции Эйри и ее производные
[3, 11]. Вблизи волновых фронтов стационарные
точки стремятся к нулю, т.е. к краю области инте-
грирования и одновременно к особенности
подынтегрального выражения . В этом
случае метод стационарной фазы неприменим, и
для построения локальных асимптотик с помо-
щью подходящей замены следует свести исход-
ный интеграл к более сложному эталонному ин-
тегралу. Выбор эталонного интеграла определя-
ется распределением стационарных точек
фазовой функции и особых точек подынтеграль-
ной функции  [14].
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Таблица 1. Частоты Вяйсяля–Брента на характерных глубинах сезонного термоклина 100 м и главного термокли-
на 1000 м для рассмотренных районов Северной Атлантики

Значения частоты плавучести (Вяйсяля–Брента) в циклах в час для районов Северной Атлантики.

Глубина, м
Западная тропическая 

Атлантика 10° с.ш., 
43° з.д

Северо-восточная 
тропическая Атлантика 

20° с.ш., 37° з.д.

Северная Атлантика 
60° с.ш., 20° з.д.

Северная Атлантика
74° с.ш., 15° в.д.

100 8 5 2 3
1000 2 1.5 1.5 0.8
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Вдали от источников возмущений качествен-
ное поведение волнового поля определяется на-
личием или отсутствием на интервалах интегри-
рования в (2) экстремумов функции , отвеча-
ющих соответствующим стационарным точкам
фазовых функций в (2) [3, 11]. Особенности рас-
пределения частоты плавучести в различных ак-
ваториях Мирового океана приводят к тому, что
дисперсионные зависимости и соответствующие
им фазовые функции могут иметь несколько ста-
ционарных точек. Далее, без ограничения общ-
ности, все численные результаты приведены для
второй волновой моды. На рис. 1 представлены
результаты расчетов дисперсионных поверхно-
стей . На рис. 2 представлены результаты
расчетов линий равной фазы (сплошные линии),
штриховые линии – соответствующие волновые
фронты. На рис. 3 представлены результаты рас-
четов возвышения. Численные расчеты для раз-
личных волновых мод показывают, что для раз-
личных распределений частоты плавучести мо-
жет наблюдаться (в зависимости от скорости
движения источника возмущений) дисперсион-
ная картина, при которой имеются от одного до
нескольких экстремумов функции . С увели-
чением номера волновой моды число экстрему-
мов  функции, как правило, возрастает, это
означает, что вклад в дальнее поле ВГВ вносят не-
сколько волновых цугов.

Результаты численных расчетов показывают,
что топология дисперсионных поверхностей

 может иметь достаточно сложную струк-
туру, зависящую как от стратификации среды,
так и от параметров волновой генерации. Кроме
того, численные расчеты показывают, что при из-

μ ν'( )

μ ν'( , )V

μ ν'( )

μ ν'( )

μ ν'( , )V

менении параметров волновой генерации (увели-
чение скорости движения источника возмуще-
ний) происходит заметная перестройка фазовых
картин возбуждаемых волновых полей. В частно-
сти, может наблюдаться характерная фазовая
картина типа “ласточкин хвост” (рис. 2) [1].
В этом случае в фиксированной точке наблюде-
ния происходит качественная перестройка одно-
временно приходящих волновых фронтов. Тогда
полное поле ВГВ представляет собой сложную
картину волновых биений, когда в фиксирован-
ную точку пространства одновременно приходит
несколько волновых цугов с различными ампли-
тудами и фазами.

Сложность топологии рассчитанных диспер-
сионных зависимостей требует для корректного
асимптотического исследования дальних полей

Рис. 1. Дисперсионные поверхности  внутрен-
них волн.
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Рис. 2. Линии равной фазы при распространении
внутренних волн при  м/с.
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Рис. 3. Возвышение уровня при распространении
внутренних волн при  м/с.
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ВГВ применения специального математического
аппарата. Особые точки фазовых функций в ин-
тегралах (2) могут сближаться с другими особыми
точками или с какой-либо особенностью (полю-
сом, точкой ветвления) подынтегральной функ-
ции . В этом случае стандартные методы
исследования асимптотик полей ВГВ становятся
неприменимы. Важно отметить, что наиболее ин-
тересными с практической точки зрения являют-
ся локальные экстремумы дисперсионных по-
верхностей , так как асимптотику поля
ВГВ в окрестности соответствующих волновых
фронтов и каустик, отвечающих этим экстрему-
мам, можно описать с помощью метода эталон-
ных интегралов. Например, при слиянии двух
стационарных точек асимптотика интегралов (2)
выражается через функцию Эйри, при слиянии
стационарных точек и полюса – через интеграл
Френеля. Случай слияния трех стационарных то-
чек может описываться функцией Пирси, часто
применяемой в теории особенностей и катастроф
[14]. Если две из трех сливающихся стационарных
точек находятся строго симметрично относительно
третьей, то асимптотика соответствующего инте-
грала может выражаться через функцию Ханкеля.
Если подынтегральная функция  имеет
корневую особенность вблизи края области инте-
грирования, то асимптотики решений описыва-
ются с помощью квадрата функции Эйри [3].

Численные расчеты дисперсионных зависи-
мостей, фазовых поверхностей и амплитудно-фа-
зовых характеристик полей ВГВ показывают, что
для реально наблюдаемых вертикальных страти-
фикаций Мирового океана могут возникать фи-
зически интересные случаи генерации волновых
структур, которые не описываются известными
эталонными интегралами [1, 3, 14].
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PHASE STRUCTURE FEATURES OF INTERNAL GRAVITY WAVES 
GENERATED BY A MOVING SOURCE
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Phase structures of internal gravity waves in the ocean are investigated. Wave fields are generated by a moving
source of disturbances. The main dispersion dependences determining the properties of the generated far
wave fields are studied numerically. The properties of internal waves based on the numerical simulations of
the amplitude-phase structures of the far fields of internal gravity waves generated by moving sources of dis-
turbances are presented. The simulations were carried out on the example of the distributions of buoyancy
frequency characteristic of the North Atlantic.
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