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Рассмотрена задача о генерации внутренних гравитационных волн, возникающих при набегании
стратифицированного потока со сдвиговым течением на одиночное подводное препятствие. Пред-
полагается, что частота плавучести постоянна, сдвиговое течение линейное и одномерное, высота
обтекаемого препятствия мала по сравнению с глубиной океана. Получены интегральные представ-
ления решения при выполнении условия устойчивости Майлса-Ховарда. Аналитически построены
решения краевой спектральной задачи, которые выражаются через модифицированные функции
Бесселя мнимого индекса. Приведены результаты численных расчетов возбуждаемых полей для
первых трех волновых мод. Обсуждены особенности дисперсионных соотношений и трансформа-
ции волновых полей внутренних гравитационных волн в зависимости от параметров генерации.
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В реальных природных стратифицированных
средах (океан, атмосфера) генерация и распро-
странение внутренних гравитационных волн
(ВГВ) в значительной степени связаны с верти-
кальной и горизонтальной динамикой фоновых
сдвиговых течений [1, 2, 8, 15, 16]. В океане такие
течения могут проявляться, например, в области
сезонного термоклина и оказывать заметное вли-
яние на эволюцию ВГВ [3, 5, 10, 12, 17, 18]. В об-
щей постановке описание динамики ВГВ в стра-
тифицированной среде с фоновыми полями
сдвиговых течений является весьма сложной за-
дачей уже в линейном приближении [1, 2, 9, 13,
19, 20]. В этом случае задача сводится к анализу
системы уравнений в частных производных, и
при одновременном учете вертикальной и гори-
зонтальной неоднородности эта система уравне-
ний не допускает разделение переменных. Для
исследования механизма взаимовлияния течений

и ВГВ можно рассматривать различные модель-
ные представления частоты плавучести и сдвиго-
вых течений [2–4, 6, 8, 15]. Одним из заметных
механизмов возбуждения ВГВ в океане можно
рассматривать, например, генерацию волн фоно-
вым (или периодическим приливным) течением
на склонах поперечных хребтов в проливах и в
подводных каналах [5, 10, 16–18]. Поэтому целью
настоящей работы является построение реше-
ний, описывающих генерацию ВГВ стратифици-
рованным сдвиговым потоком, набегающим на
одиночное подводное препятствие. Генерация
внутренних волн и, в частности, приливных внут-
ренних волн зависит от интенсивности фонового
среднего или периодического течения, стратифи-
кации океана, расположения подводного препят-
ствия относительно потока и геометрии склона.
Если подводный хребет перпендикулярен тече-
нию, то генерация усиливается по сравнению с
расположением хребта вдоль потока. Если склон
подводного препятствия близок к наклону харак-
теристической поверхности для ВГВ заданной
частоты, то это также усиливает волновую генера-
цию, поскольку движение частиц во внутренней
волне происходит по наклонным эллипсам [18].

Рассматривается вертикально стратифициро-
ванный океан конечной глубины  с фоновым
сдвиговым течением, набегающим на одиночную
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подводную возвышенность. Профиль дна описы-
вается функцией , .
Сдвиговое течение вдоль оси  – одномерное и
линейное: , ,  –

. Тогда в линейном приближении и
приближении Буссинеска вертикальная компонен-
та скорости удовлетворяет уравнению [2–4, 6]

(1)

где  – квадрат частоты Брента-Вяйсяля (ча-
стоты плавучести), которая далее предполагается
постоянной,  – ускорение свободного падения,

 – невозмущенная плотность. Также выпол-
нено условие устойчивости Майлса-Ховарда для

числа Ричардсона [7, 11, 14, 19]: Ri =  >

> 1/4. Граничное условие на поверхности: 
при . Линеаризованное граничное условие

на дне [1, 2]: W =  при . Ре-
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где ,  – собственные числа и
собственные функции вертикальной спектраль-
ной задачи

(3)

Собственные функции задачи (2) выражаются
через модифицированные функции Бесселя мни-
мого индекса :  = ,

, , , ν)), , , ν) =

=  ± , λ = ,

α =  [2–4, 6]. Асимптотический
анализ интегралов (1) может быть проведен с по-
мощью метода стационарной фазы (неравномер-
ная асимптотика) или метода эталонных интегра-
лов (равномерная асимптотика). Равномерная
асимптотика интегралов (1) выражается через
функцию Эйри и ее производную [1, 2].

Для численных расчетов использовались сле-
дующие параметры, значения которых характер-
ны для условий реального океана [5, 10, 12, 16–
18]:  c–1,  м,  м/с,

, , профиль подводного пре-
пятствия описывается гладкой функцией  =
= ,  м,  м–2,

 м–2, значение  м. Выбор ве-
личин параметров ,  означает, что полуоси эл-
липса, который получается сечением подводного
препятствия плоскостью , равны
448 м (вдоль набегающего потока) и 838 м (попе-
рек потока). На рис. 1–3 приведены результаты
расчетов функций , , которые описы-
вают волновые картины первых трех мод в гори-
зонтальной плоскости. Численные результаты
показывают, что на фазовую структуру волнового
поля вниз по потоку влияют не только параметры
фонового сдвигового течения, но также геомет-
рия обтекаемого препятствия, степень его про-
странственной асимметрии и угол набегания
стратифицированного потока.

Таким образом, в предположении постоянства
частоты плавучести и модельного линейного рас-
пределения сдвигового течения можно построить
аналитическое решение, описывающее генера-
ции полей ВГВ, возбуждаемых при обтекании
стратифицированного потока с фоновым сдвиго-
вым течением одиночной подводной возвышен-
ности. Интегральные представления решения
выражаются через модифицированные функции
Бесселя мнимого индекса. Численно исследова-
ны основные дисперсионные соотношения, и по-
лучено, что только у первой моды значение в нуле
положительно ( ), остальные моды  =

νμ = μ ( )n ϕ μ ν ν( , ( ), )n nz
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Рис. 1. Волновая картина первой моды.
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= 0, . Максимальные значения групповой
скорости первых трех мод равны: 0.32, 0.15, 0.11 м/с.
Максимальная групповая скорость первой моды
находится внутри диапазона скоростей сдвигово-
го течения, максимальные групповые скорости
других мод меньше минимальной скорости сдви-
гового течения. Поэтому полученные результаты
можно интерпретировать следующим образом:
сдвиговый поток является докритическим для
первой моды (его скорость меньше максималь-
ной групповой скорости волны первой моды) и
сверхкритическим для других мод (максимальная
групповая скорость которых меньше скорости
потока) [1, 2, 8, 15]. Это означает, в частности, что
волновая система первой моды (с наибольшим
углом полураствора) состоит как из продольных
(клиновидных), так и поперечных (кольцевых)
волн (рис. 1). Остальные моды (с меньшими угла-
ми полураствора) представляют собой только
продольные (клиновидные) волны (рис. 2, 3) [2–
4, 6]. Основные параметры течения, форма обте-
каемого подводного препятствия, а также угол
набегания сдвигового течения могут являться
причиной заметной пространственной транс-
формации возбуждаемых вниз по потоку волно-
вых полей.

Полученные результаты дают возможность
эффективно рассчитывать амплитудно-фазовую
структуру волновых полей, а также исследовать
различные режимы волновой генерации для мо-
дельных представлений частоты плавучести и
сдвиговых течений, в том числе возбуждение ВГВ
при набегании фонового сдвигового течения на
возвышение океанического дна сложной геомет-
рии. Поскольку наиболее сильным генератором
внутренних волн в океане является набегание
приливных течений на подводный склон, то та-
кой механизм представляется наиболее вероят-
ным источником интенсивных внутренних волн.
Генерация внутренних волн приливным течени-
ем приводит в дальнейшем к возбуждению ВГВ
более высокой частоты в арктических условиях в

> 1n
зависимости от разных условий среднего состоя-
ния океана [18].
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INTERNAL GRAVITY WAVES IN THE OCEAN WITH SHEAR FLOWS
AROUND AN UNDERWATER OBSTACLES
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The problem of generating internal gravity waves when a stratified f low with a shear f low runs into a single
underwater obstacle is considered. It is assumed that the buoyancy frequency is constant and the shear f low
is linear and one-dimensional. Integral representations of the solution are constructed under the Miles-How-
ard stability condition. The solutions of the boundary spectral problems are analytically constructed, which
are expressed in terms of the Bessel functions of the imaginary index. The results of numerical calculations of
dispersion curves and phase patterns of generated wave fields are presented. The transformation of the phase
patterns of the internal gravity waves fields depending on the generation parameters is studied numerically.

Keywords: stratified medium, internal gravity waves, buoyancy frequency, shear f lows, spectral problem, dis-
persion dependences, phase patterns
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