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новить некоторые общие закономерности и оценить амплитуды соответствующих возмущений в за-
висимости от значений параметров. В частности, показана возможность генерации заметных вер-
тикальных движений и вклада в спиральность, выходящего далеко за пределы пограничного слоя.
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ВВЕДЕНИЕ

Фактор спиральности атмосферных течений в
последние десятилетия привлекает все большее
внимание. Анализ спиральности активно приме-
няется для диагноза и прогноза атмосферных
процессов. В частности, анализируется спираль-
ность течений в пограничном слое атмосферы
(ПСА) (см., например, [1–4] и библиографию в
этих работах). Стандартные горизонтально-одно-
родные модели ПСА позволяют рассчитать спи-
ральность, обусловленную горизонтальными со-
ставляющими скорости. Но особый интерес
представляют ситуации с горизонтально-неодно-
родным ПСА, когда имеется и вертикальная со-
ставляющая скорости, вклад которой в спираль-
ность (“updraft helicity” [5, 6] – дословно “спираль-
ность восходящего потока”) бывает особенно
важен.

Один из возможных механизмов генерации за-
вихренности и спиральности в ПСА – взаимодей-
ствие горизонтальных течений с неоднородно-
стями трения на нижней границе. Этот механизм,
насколько нам известно, практически не иссле-

дован. Ввиду сложности соответствующих гидро-
динамических задач, их аналитическое исследо-
вание весьма затруднено. В настоящей работе
предложен подход, который позволяет сделать
аналитические оценки возникающих вертикаль-
ных движений, а также их вклада в спиральность,
и тем самым устранить недооцененность меха-
низма генерации спиральности восходящего по-
тока, обусловленной неоднородным трением на
подстилающей поверхности.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Воспользуемся моделью пограничного слоя с
квадратичным трением на нижней границе 
[7–9] (вертикальная ось  направлена вверх).
В такого типа моделях предполагается, что уро-
вень  соответствует не подстилающей по-
верхности, а например, верхней границе призем-
ного (приводного) слоя или уровню стандартных
метеорологических наблюдений, так что на этом
уровне допускается некоторое “проскальзыва-
ние”.

Постановка горизонтально-однородной зада-
чи (при горизонтально-однородном сопротивле-
нии) выглядит следующим образом:
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(2)

(3)

Здесь ,  – составляющие скорости в направле-
нии горизонтальных осей x, y соответственно;

– скорость геострофического ветра, направ-
ленного вдоль оси ;  – параметр Кориолиса;  –
коэффициент кинематической вязкости (предпо-
лагается здесь постоянным);  – коэффициент
сопротивления.

Решение может быть записано в виде

(4)

Здесь ; X, Y – безразмерные постоян-
ные интегрирования, которые, с учетом нижних
граничных условий, должны удовлетворять нели-
нейной алгебраической системе уравнений:

(5)

(6)

где введен безразмерный неотрицательный пара-
метр . Последний при реаль-
ных значениях параметров пограничного слоя
обычно порядка единицы (например,  при

 м2/с,  с–1, ,  м/с).
Как показано в [8], в зависимости от значения па-
раметра , геометрическое место точек на плос-
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кости , отвечающее решению, представляет
собой часть окружности, находящуюся в первом
квадранте, описываемую уравнением

На рис. 1 представлены зависимость  и про-
изводная этой функции.

В предельном случае больших значений 
значения  малы, , . Это близко к усло-
вию прилипания и к экмановской модели погра-
ничного слоя. При малых значениях  (слабом
сопротивлении) значения  велики, , .
Это соответствует “проскальзыванию” на ниж-
ней границе.

Пусть теперь трение горизонтально-неодно-
родно – коэффициент сопротивления , а следо-
вательно, и параметр , зависят от координаты .
В этом случае приведенное выше решение, строго
говоря, нарушается, поскольку в уравнениях ди-
намики не были учтены слагаемые с , ,
которые теперь отличны от нуля. Но при не
слишком сильной зависимости от  (критерий
ниже будет установлен) это решение приближен-
но выполняется. Наличие ненулевой горизон-
тальной дивергенции  означает возникно-
вение вертикальных движений.

ОЦЕНКА ВЕРТИКАЛЬНОЙ СКОРОСТИ

С учетом зависимости от , необходимо вклю-
чить в рассмотрение уравнение неразрывности

где  – вертикальная составляющая скорости.
Отсюда следует:

(учтено условие непротекания на нижней грани-
це).

С учетом (4), получаем
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Рис. 1. Зависимость  (сплошная линия) и 
(штриховая линия) от .
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Входящие в это выражение производные можно
представить в виде

(8)

С учетом этого, выражение (7) можно предста-
вить в виде

(9)

На рис. 2 представлены зависимости  и 
от  (рис. 2 а) и  (рис. 2 б). Видно, что произ-
водные по переменной  максимальны по аб-
солютной величине при . Отметим, что вы-
ражение для вертикальной скорости на верхней
границе пограничного слоя (при ) и в пре-
деле больших значений  для данной задачи ранее
было получено в [10].
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Пусть, например,  м2/с,  с–1,
,  м/с. В этом случае  м

, ,  ≈  ≈ –0.2,
. Если при этом величина  меняет-

ся на  при изменении  на 100 км, то
 ~  м–1, и абсолютная величина

вертикальной скорости порядка  м/c. Та-
кие вертикальные движения на больших террито-
риях могут быть значимыми. Отметим, что их
знак зависит от знака . На рис. 3 представ-
лен пример безразмерного вертикального профи-
ля  (выражение в фигурных скобках в (9)) при

.

ОЦЕНКА СПИРАЛЬНОСТИ

Выражение для спиральности

(  – вектор скорости) для рассматриваемой одно-
родной по  задачи имеет вид
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Рис. 2. Зависимость  (сплошные линии) и  (штри-
ховые линии) от  (а) и  (б).
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Первые два слагаемых отличны от нуля и в гори-
зонтально-однородном пограничном слое. При
этом для стандартного экмановского решения
( ) интегральная спиральность (проинтегри-
рованная по высоте) равна  [1]. При 
(когда допускается частичное “проскальзыва-
ние” на нижней границе) угол поворота ветра в
пограничном слое уменьшается, и, соответствен-
но, уменьшается спиральность. (В рамках более
простой модели с линейным однородным трени-
ем это ранее отмечалось в работе [11]). Можно по-
казать, что в рассматриваемой модели интеграль-
ная спиральность в горизонтально-однородном
пограничном слое отличается от экмановского
решения на фактор . При изме-
нении  от нуля до бесконечности этот фактор
монотонно убывает от единицы до нуля.

При горизонтально-неоднородном трении от-
личны от нуля и два последних слагаемых в (10).
Масштабный анализ показывает, что они гораздо
меньше первых двух по абсолютной величине
(поскольку в числитель входит вертикальная ско-
рость, которая много меньше горизонтальных со-
ставляющих, а горизонтальные производные
много меньше вертикальных. Но, как выше упо-
миналось, известна важность этих составляющих
спиральности, поэтому имеет смысл их оценить.

Согласно (4) и (8),

(11)

Как видно из рис. 1, абсолютное значение произ-
водной , как и X, Y, не может превышать
единицы. Следовательно, выражения в фигурных
скобках в (9) и зависящие от  множители в (11) в
пограничном слое порядка единицы по модулю.
Исходя из этого, можно оценить порядки абсо-
лютных величин двух последних слагаемых в (10):
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(13)

Первое из этих выражений заметно больше
второго, поскольку малая по абсолютной величи-
не безразмерная величина  входит в
(12) в первой степени, в то время как в (13) – во
второй. Кроме того, в производную 
входит слагаемое
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где  – характерная амплитуда изменения , а
 – характерный горизонтальный масштаб вари-

аций . В (13) же входит величина

(15)

Очевидно, что (14) много больше (15), если
.

Отметим также, что выражение (13) отлично от
нуля только в пограничном слое (поскольку толь-
ко в нем  отлично от нуля). А выражение
(12) не убывает с высотой (в пределах примени-
мости рассматриваемой модели).

Итак, основным слагаемым, связанным с не-
однородностью сопротивления, в (10) является

. Это качественно отличается от обычно
рассматриваемых ситуаций, когда генерация спи-
ральности связана с возмущениями плавучести, и
существенными являются слагаемые типа по-
следнего в (10) [5, 6].

Для набора параметров, рассмотренного в
предыдущем разделе, выражение (12) имеет поря-
док 10–6 м/c2. Сравним это, например, со слагае-
мым в выражении для спиральности υ
(где υ – тангенциальная скорость,  – радиальная
координата) в циклоне умеренных широт.
Если  м/с, υ = 10 м/с при радиусе 103 км,
то упомянутое слагаемое порядка 10–7 м/c2. Та-
ким образом, полученный выше вклад неодно-
родного сопротивления в спиральность может
быть сравним и даже превышать упомянутое сла-
гаемое в циклоне.

О ПРЕДЕЛАХ ПРИМЕНИМОСТИ 
РАССМОТРЕННОЙ МОДЕЛИ

При горизонтально-неоднородном трении
становятся отличными от нуля не учитываемые в
настоящей модели нелинейные адвективные сла-
гаемые в исходных уравнениях, например,

. Сравним абсолютную величину этого сла-
гаемого с учтенным слагаемым . Иными слова-
ми, условие применимости: . С учетом
(11), должно выполняться условие

(16)

В рассмотренном выше численном примере это
условие выполняется, хотя и на пределе. Нетруд-
но показать, что при выполнении (16) относи-
тельно малы и другие неучтенные нелинейные
адвективные слагаемые.
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Безразмерный комплекс

является некоторым аналогом числа Россби. Его
малость по сравнению с единицей дает основания
предполагать незначительность нелинейных ад-
вективных слагаемых по сравнению с кориолисо-
выми ускорениями, хотя такие оценки и не могут
претендовать на строгое математическое доказа-
тельство.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Рассмотренная аналитическая модель позво-

ляет выразить в явном виде скорость вертикаль-
ных движений, возникающих вследствие неодно-
родного трения, и их вклад в спиральность. Пока-
зано, что амплитуда возникающих вертикальных
движений может быть заметной. Основной вклад
вертикальных движений в спиральность дает сла-
гаемое, которое обычно не учитывается при ана-
лизе фактора “updraft helicity”. Таким образом,
показано, что механизм генерации спиральности
восходящего потока, обусловленной неоднород-
ным трением на подстилающей поверхности, мо-
жет играть заметную роль при моделировании
процессов мезомасштабной циркуляции в ПСА.
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ON THE MECHANISM OF THE UPFLOW HELICITY GENERATION DUE 
TO INHOMOGENEOUS FRICTION ON THE UNDERLYING SURFACE
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Inhomogeneous friction on the underlying surface leads to horizontal divergence, vertical motions, and he-
licity generation. The paper presents an analytical model that allows one to establish some general laws and
estimate the amplitudes of the corresponding perturbations depending on the values of the parameters. In
particular, the possibility of generating noticeable vertical motions and a contribution to helicity that goes far
beyond the boundaries of the boundary layer is shown.

Keywords: inhomogeneous drag, underlying surface, atmospheric boundary layer, vertical motions, helicity,
analytical model
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