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Проблема решения прямых и обратных задач
гравиметрии остается актуальной на протяжении
десятилетий. В последнее время стремительный
рост компьютерных мощностей позволил иссле-
дователям не только ответить на ряд казавшихся
ранее весьма сложными вопросов в области мате-
матической геофизики, но и обусловил появле-
ние принципиально новых постановок [1].

Самым “непреодолимым” препятствием, если
можно так выразиться, на пути к нахождению ре-
шения нелинейных обратных задач гравиметрии
является существование несчетного множества
эквивалентных по внешнему полю распределе-
ний масс. Безусловно, в наше время имеет смысл
рассматривать только трехмерные распределения
неизвестных источников физических полей, и
классы функций, к которым должны принадле-
жать эти источники, следует выбирать, опираясь
на априорную информацию о носителях.

При решении обратных задач гравиметрии
обычной практикой является многократное ре-
шение прямых задач. При этом классы функций,
которым, по предположению, принадлежат иско-
мые распределения масс, должны быть описаны
заранее. Как правило, трехмерные источники
физических полей задаются в виде некоторых
пробных конфигураций. Такого рода методы и
подходы к решению чрезвычайно сложных не-
корректных задач гравиметрии существенно
ограничивают общность и требуют проведения
огромного числа вычислений, всегда сопровожда-
ющихся привнесением случайных и систематиче-
ских ошибок в результат. Весьма конструктивный
подход к решению обратных нелинейных задач
гравиметрии предложил болгарский математик
Д. Зидаров [2] на основе эквивалентных перерас-
пределений источников поля.

Далее этот подход был развит в работах
В.Н. Страхова и его учеников [1, 3] и значительно
усовершенствован как в теоретическом, так и
практическом плане Ю.В. Гласко [4].

На Марсе в 2018–2022 гг. был успешно прове-
ден сейсмический эксперимент (Seismic Experi-
ment for Interior Structure) (SEIS) миссии NASA
Interior Exploration using Seismic Investigations, Ge-
odesy and Heat Transport (InSight) (Исследование
внутреннего строения, используя сейсмические
исследования, данные геодезии и измерения теп-
лового потока), данные которого позволяют
уточнить структуру коры Марса [5]. В результате
обработки сейсмических данных [6], в районе
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установки станции, получено значение толщины
коры Марса (39 ± 8 км), которое можно исполь-
зовать как реперную точку при построении гло-
бальных и региональных моделей коры планеты.
Опираясь на знание толщины коры Марса в месте
установки сейсмометра миссии InSight в юго-за-
падной части равнины Элизий, в работе [7] было
проведено моделирование трехмерной толщины
коры Марса, основанное на данных топографии
и гравитационного поля, методом чисел Лява, ко-
торый позволяет учитывать глобальную деформа-
цию недр планеты. Полученные в работе [7] мо-
дельные оценки региональной толщины коры
Марса хорошо коррелируют с глобальной моде-
лью коры [8]. Региональная структура коры Мар-

са в районе равнины Элизий изучалась в работах
[9, 10].

В данной работе модель коры из работы [7]
принимается за базовую. Толщина коры под
станцией InSight принята равной 36 км. Для ре-
шения поставленной задачи используется разло-
жение по сферическим гармоникам данных топо-
графии и гравитационного поля Марса до 90-й
степени и порядка. Данные гравитационного по-
ля и топографии Марса, представленные в виде
разложения гравитационного потенциала и вы-
сот рельефа относительно центра масс по норма-
лизованным сферическим функциям, можно
найти на сайте Системы Планетных данных
(http://pds-geosciences.wustl.edu):

(1)

(2)

где  – гравитационный потенциал,  –
расстояние от точки наблюдения до начала коорди-
нат,  и  – ареоцентрические широта и долгота,

– масса планеты,  – гравитационная постоян-
ная,  – экваториальный радиус (нормирующий
радиус),  – средний радиус планеты,  и  –
нормализованные гравитационные моменты, 
и  – гармонические коэффициенты в разло-
жении рельефа (в метрах),  и  – степени гар-
моник, до которых проведено разложение грави-
тационного поля и топографии по сферическим
функциям соответственно;  – нормализован-
ные функции Лежандра степени  и азимутально-
го числа , удовлетворяющие соотношению

(3)

Разложение гравитационного потенциала и
топографии Марса известно до 120-й [11] и до
1152-й степени и порядка [12] соответственно. В
этой работе мы будем использовать модель
MRO120D [11] и данные топографии до 90-й степе-
ни и порядка ( ) в формулах (1) и (2).

В данной работе пробное объемное распреде-
ление масс в коре восстанавливается по данным о
гравитационном поле, топографии и функции,
описывающей толщину коры, – для всех этих
сигналов строится модифицированная S-аппрок-
симация. Метод S-аппроксимаций [3] успешно
применялся при решении задач земной гравимет-
рии интерпретационного характера, при этом по-
лученные результаты контролировались по сей-

смическим данным и данным гравитационного
поля. Пробное распределение масс выметается
по Д. Зидарову на границу некоторых областей, и
результаты выметания сравниваются с плотно-
стями распределения эквивалентных источни-
ков, полученных в результате модифицирован-
ных S-аппроксимаций.

МЕТОД
Наша методика решения нелинейных обрат-

ных задач гравиметрии основывается на пред-
ставлении о том, что рельеф планеты и криволи-
нейная граница кора–мантия являются причи-
ной различий между реальными измеренными
значениями гравитационного поля и значения-
ми, “диктуемыми” равновесной моделью плане-
ты в условиях гипотезы изостазии. Таким обра-
зом, мы можем найти источники некоего “ано-
мального” гравитационного поля, по аналогии с
земным. Средние плотности коры и мантии Мар-
са считаются известными. Кора в нашей модели –
это:

а) слой бесконечного простирания в трехмер-
ном пространстве с криволинейными границами,
верхней границей коры является рельеф, а ниж-
ней – переход кора–мантия;

б) криволинейный шаровой слой с криволи-
нейными границами.

При таком рассмотрении плотность породы
внутри слоя постоянна.

Вариант а) реализуется, если мы представим
себе планету как нижнее полупространство; а ва-
риант б) – в том случае, когда планета рассматри-
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вается как эллипсоид вращения или шар некото-
рого заданного среднего радиуса.

В качестве входных данных выступают изме-
рения гравитационного поля, полученные в ло-
кальном или глобальном масштабе, а также зна-
чения гравитационного поля, вычисленные по
модели MRO120D [11].

Наш метод опирается на априорную информа-
цию о поле: на коэффициенты разложения грави-
тационного поля по сферическим функциям и на
данные о предполагаемых глубинах залегания ис-
точников гравитационного поля. Информация
такого рода является основой для построения ап-
проксимации гравитационного поля, которая мо-
жет уточняться впоследствии. Источники поля –
это точечные источники, координаты которых
согласованы с местоположением выбранных рас-
четных точек.

Априорная информация о толщине коры счи-
тается известной, равно как и топографические
данные. Таким образом, начальное распределе-
ние источников “аномального” гравитационного
поля Марса нам известно. Еще раз подчеркнем,
что простейшая модель коры – это некий одно-
родный по плотности слой в пространстве (так
называемое “пробное распределение масс”).
Пробные гравитирующие массы мы можем “вы-
метать” по Зидарову на две плоскости (в локаль-
ном варианте) либо на границу шарового слоя,
охватывающего указанное распределение. При
этом перемещать массы можно как на носитель
(плоскость или сферу), лежащую внутри коры,
так и на внешнюю по отношению к коре поверх-
ность – все зависит от качества исходных данных,
рельефа и других факторов. Полученное в резуль-
тате выметания на поверхность распределение
эквивалентных по внешнему гравитационному
полю масс мы сравниваем с распределением,
найденным из решения условно-вариационной
задачи [13].

Аппроксимация компонент гравитационного
поля и функций, описывающих топографию и
толщину коры Марса, находится с помощью ре-
гионального варианта метода линейных инте-
гральных представлений [13], который основан
на идеализированном представлении планеты в
виде шара радиуса . Реальная планета трактует-
ся как область, расположенная внутри указанно-
го выше шара и имеющая кусочно-непрерывную
границу, незначительно отличающуюся от сферы
радиуса . Предполагается, что на поверхности
сферы заданы приближенные значения функции

, гармонической вне этой сферы, на произ-

вольном множестве , :

0R

0R

( )V x
( )ix = 1,i N

δ = + δ, ,i i if f f

(4)

Поскольку функция  гармонична при
, имеет место следующее интегральное

представление:

(5)

Функция  в (5) называется плотностью
простого слоя, распределенного на поверхности
сферы радиуса , а функция  – плотно-
стью двойного слоя на той же поверхности. Через

 обозначено расстояние между переменной
точкой  на сфере и точкой наблюдения .

Для определения функций  и  [14] ставится
условно-вариационная задача с дополнитель-
ным, по сравнению с описанным в [13], функци-
оналом качества решения. Искомые функции бу-
дут иметь вид

(6)

Для определения компонент вектора  необ-
ходимо решить систему линейных алгебраиче-
ских уравнений

(7)
где, вообще говоря, под  понимается прямо-
угольная  матрица с действительными эле-
ментами , , ,  – это вектор, под-
лежащий определению;  – -вектор описыва-
ющий полезный сигнал, символ  означает, что
поле содержит помеху,  характеризует M-век-
тор случайного шума.

Основная вычислительная проблема заключа-
ется в нахождении устойчивых приближенных
решений системы (7). Необходимо построение

( )( )= ,i
if V x

= .1,i N

( )V x
> 0r R

( ) ( )ππ

ξ−

σ ϑ ϕ ϑ ϑ ϕ= +
π 

22
0

0 0

, sin
4 x

d dRV x
R

( ) ( )ππ

ξ−

ϑ ϕ − ϑ ϑ ϑ ϕ+
π

′

22

00
3

0 0

, cos sin
,

4 x

w R r d dR
R

( )
ξ− = − ϑ +

ξ = ϕ ϑ ϕ ϑ ϑ   

2 2
0 0

0

2 cos ' ,
cos sin ,sin sin ,cos ,

xR R R r r

R

( )= ϕ ϑ ϕ ϑ ϑcos sin ,sin sin ,cos ,x r

( )ϑ = ϑ ϑ ϕ − ϕ + ϑ ϑ cos ' sin sin cos cos cos .

( )σ ϑ ϕ,

0R ( )ϑ ϕ,w

ξ− xR
ξ x

σ w

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
= =

σ ξ = λ ξ ξ = λ ξ 1 2

1 1

,ˆ ˆ ,
N N

i i i i
i i

Q w Q

( ) ( )ξ = ϑ ϕ ξ = ϑ ϕ  0, , , , ,ˆ R

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )ξ− ξ−

− ϑξ = ξ =1 2 0
3

'cos1 , .
i i

i I
i i

x x

R rQ Q
R R

λi

δλ = = + δ ,A f f f

A
×M N

ija = 1,i M = 1,j N λ
f M

δf
δf



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. НАУКИ О ЗЕМЛЕ  том 510  № 2  2023

АПРОБАЦИЯ КОМБИНИРОВАННОЙ МЕТОДИКИ РЕШЕНИЯ 215

регуляризирующих алгоритмов. Мы разработали
ряд методик построения аппроксимаций потен-
циальных полей Земли и ее топографии [15] в
рамках структурно-параметрического подхода,
когда система (7) является недоопределенной, а
число данных очень велико (десятки и сотни ты-
сяч неизвестных).

В случае симметрической положительно полу-
определенной матрицы  ее элементы
имеют вид

(8)

Здесь , , , ,
– угол между векторами  и . Функция

 – это эллиптический интеграл первого
рода [13].

После построения аппроксимации нормаль-
ной компоненты гравитационного поля из реше-
ния системы (7)–(8) осуществлялся переход ко
второму этапу новой методики решения нели-
нейных обратных задач: функции, определенные
в (6), сравнивались с “выметанными” на границу
шарового слоя (или слоев) массами. Если относи-
тельная погрешность не превышала нескольких
процентов, то задача по определению объемных
носителей в коре считалась решенной с достаточ-
ной степенью точности. Выметание выполнялось
на границу области, представляющую собой ша-
ровой слой различной толщины. Поскольку гра-
витационное поле задавалось на рельефе, то для
обеспечения корректности процедуры вымета-
ния необходимо было сначала построить анали-
тическую модель гравитационного поля с помо-
щью модифицированных S-аппроксимаций, с
тем чтобы определить значения гравитационного
поля на некотором удалении от поверхности пла-
неты (на расстоянии порядка 1–2 км). После того
как было построено аналитическое продолжение
гравитационного поля, мы задавали положение
верхней границы области выметания: она распо-
лагалась выше рельефа на расстоянии от 500 м до
1 км, но ниже области аналитического продолже-
ния. Была выполнена серия математических экс-
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периментов при различных положениях верхней
и нижней границ области, в которых находились
предполагаемые объемные источники гравитаци-
онного поля. Средняя плотность коры считалась
постоянной и равной 2900 кг/м3.

Необходимо отметить следующее. Если нам
известно распределение масс на сфере , то
оно создает во внешнем по отношению к сфере
пространстве такое же гравитационное поле, как
и точечные источники, определяемые из системы
уравнений:

(9)

В формуле (9) через  обозначена точечная
масса, характеризующаяся радиус-вектором .

Соотношение (9) является определяющим при
сравнении результатов выметания масс на неко-
торую внешнюю по отношению к источникам
гравитационного поля поверхность и распределе-
ниями масс на той же поверхности, найденными
с помощью метода модифицированных S-ап-
проксимаций. При этом считается, что точечные
массы в (9) соответствуют пробному непрерывно-
му объемному распределению источников:

, , где  – элемент объема.

РЕЗУЛЬТАТЫ
Рассмотрено несколько модельных примеров.

Аномальное поле аппроксимировалось суммой
простого и двойного слоев, распределенных на
нескольких сферах (от 2 до 15). Первоначально
глубина залегания сфер варьировалась нами в
пределах от 500 м до 35 км ниже минимальной от-
метки рельефа в рассматриваемом регионе. Чис-
ло точек, по которым строились аппроксимации
гравитационного поля, топографии и толщины
коры в данной точке, было равно 1148. При реше-
нии системы (7) с помощью усовершенствован-
ного метода блочного контрастирования наивыс-
шая точность аппроксимации гравитационного
поля, топографии и функции, описывающей тол-
щину коры Марса на поверхности планеты, со-

ставила . На практике можно

строить аналитические аппроксимации сигналов
с меньшей точностью, однако, при решении не-
линейных обратных задач геофизики более высо-
кая точность является некоторой гарантией того,
что будет найдено оптимальное (не обязательно
единственное!) с учетом имеющейся априорной
информации распределение масс.
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Рис. 1. (а) Гравитационное поле Марса, модель MRO120D [11], разложение по сферическим гармоникам до 90 порядка
включительно. (б) Топография Марса [12], модель разложения по сферическим гармоникам до 90 порядка включи-
тельно. (в) Толщина коры Марса [7].
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Мы рассмотрели участок 20° ю.ш. – 20° с.ш.,
120° в.д. – 180° в.д. в юго-западной части равнины
Элизий, в районе посадки миссии InSight
(4.5024° с.ш., 135.6234° в.д.). Исходные значения
взяты из глобальной модели гравитационного по-
ля Марса [11], представляющей собой разложе-
ние по сферическим гармоникам до 90 порядка
включительно, что соответствует пространствен-

ному разрешению на поверхности ~160 км. Нор-
мальная производная гравитационного потенци-
ала была вычислена нами в 1148 точках с про-
странственным разрешением в 1°. В качестве
внешней поверхности Марса рассматривалась
сфера радиусом 3393.5 км.

Выбранные для демонстрации в настоящей ра-
боте эквивалентные по внешнему гравитацион-
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ному полю носители масс распределены на не-
скольких концентрических сферах, залегающих
на глубинах от 1 км до 35 км ниже дневной по-
верхности, что соответствует предполагаемым
границам марсианской коры [7]. В результате ре-
шения обратной задачи методом модифициро-
ванных S-аппроксимаций были получены грави-
тационное поле, топография и функция, описы-
вающая границу “кора–мантия”.

На рис. 1 а–в приводятся карты изолиний со-
ответственно гравитационного поля, топографии
и средней толщины коры в исследуемом регионе.
На рис. 2 а–б показаны относительные плотно-
сти эквивалентных по внешнему полю источни-
ков масс для гравитационного поля, топографии
при различных расположениях носителей (сфер).
Видно, что геометрические свойства распределе-
ния источников для гравитационного поля и то-
пографии аналогичны, если выполнить сравни-
тельный анализ на качественном уровне. Причи-
на такой аналогии понятна: модели коры,
топографии и гравитационного поля согласова-
ны друг с другом. Значения относительных плот-
ностей источников находятся в разумных, если
можно так выразиться, пределах: на рисунках не
наблюдается чересчур резких переходов от отри-
цательных к положительным величинам плотно-
стей, что важно при построении метрологических
аппроксимаций элементов полей, когда количе-
ственная информация об источниках поля отсут-
ствует полностью.

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Поставленный авторами статьи математиче-
ский эксперимент показал применимость моди-
фицированных S-аппроксимаций в региональ-
ном варианте (когда учитывается сферичность
планеты и появляется возможность изучения эле-
ментов потенциальных полей на значительных
расстояниях от поверхности).

Пробное объемное распределение масс в коре
было “выметано” на две сферы: радиус внешней
сферы на 0.5–1 км превышал максимальную от-
метку рельефа, а радиус внутренней – был мень-
ше минимального значения -координаты грани-
цы “кора–мантия” на такую же величину. На-
помним, что априорная информация о толщине
коры в соответствии с моделью [7] нам известна.
Гравитационное поле было рассчитано нами на
рельефе (т.е. поверхности Марса), а также анали-
тически продолжено вверх на несколько уровней
с помощью решения обратной задачи методом
модифицированных S-аппроксимаций. В част-
ности, на высоту, превышающую максимальную
отметку рельефа на 0.5 и 1 км. Мы сравнивали по-
точечно значения плотности эквивалентных ис-
точников, полученной с помощью метода S-ап-
проксимаций, и плотности “выметанных” на со-
ответствующую поверхность масс. Наилучший
результат был достигнут при расположении внут-
ренней сферы на расстоянии 30–34 км от поверх-
ности Марса, если рассматривать Марс как сферу
среднего радиуса 3393.5 км, и внешней сферы –
расстоянии 3–4 км от максимальной топографи-

z

Рис. 1. Окончание
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ческой отметки. Наиболее равномерное распре-
деление эквивалентных источников по глубине
достигалось при выборе  сфер, на которых
были сосредоточены массы. В этом случае пока-
затель качества аппроксимации гравитационного
поля, топографии и функции, описывающей гра-
ницу “кора–мантия”, также был наилучшим:

. Целью данного исследования

была апробация метода решения обратных нели-
нейных задач гравиметрии без многократного ре-
шения прямых, и она показала свою эффектив-
ность на модельных данных о гравитационном
поле, топографии и функции, описывающей тол-
щину коры. Пробное распределение объемных
масс в коре Марса находится с относительной
точностью 7–10%, при условии, что используют-
ся конечномерные аппроксимации функций,
описывающих свойства источников. Расхождение

= 15n

−δ

δ

−Δ = = 910E

E

Ax f
f

Рис. 2. (а) Относительное распределение плотностей эквивалентных источников для гравитационного поля,  км.
(б) Относительное распределение плотностей эквивалентных источников для функции, описывающей топографию,

 км.
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с результатами работы [9] показывает необходи-
мость учета дополнительной информации о среде:
геологических данных и данных сейсмологии.
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Часть работ (выбор базовой модели коры Марса,
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