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Доказано, что сильные решения стохастического дифференциального уравнения смешан-
ного типа, управляемого стандартным и дробным с индексом Хёрста, большим 1/2, бро-
уновскими движениями, имеют конечные моменты порядка p � 1 в предположении, что
коэффициенты уравнения непрерывны и ограничены вместе со всеми частными произ-
водными до второго порядка включительно, а начальное условие имеет конечный момент
порядка p.
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На заданном полном вероятностном пространстве (Ω,F , P ) с потоком σ-алгебр Ft рас-
смотрим многомерное стохастическое дифференциальное уравнение

dXt = b(Xt) dt+ h(Xt) dWt + σ(Xt) dB
H
t , t ∈ [0, T ], (1)

где b : Rn → R
n, h : Rn → R

n×m, σ : Rn → R
n×k – детерминированные функции, а Wt

и BH
t – независимые Ft-согласованные броуновские движения: m-мерное стандартное и k-

мерное дробное с показателем Хёрста H ∈ (1/2, 1) соответственно.
Стохастические дифференциальные уравнения со стандартными и дробными броуновски-

ми движениями вызывают большой интерес исследователей как с теоретической точки зре-
ния, так и с практической стороны. Уравнение (1) объединяет два принципиально различных
класса стохастических уравнений: стохастические дифференциальные уравнения Ито и стоха-
стические дифференциальные уравнения с дробными броуновскими движениями, выходящие
за рамки теории стохастических уравнений по семимартингалам. Уравнение (1) представляет
универсальный инструмент для построения гибких математических моделей реальных физи-
ческих явлений, экономических и финансовых процессов благодаря возможности учитывать
эффект долговременной памяти [1, 2].

В работах [3–12] доказаны теоремы о существовании, единственности, непрерывной зави-
симости решений от начальных данных, об устойчивости и притяжении решений, построены
методы интегрирования уравнений (1). Важное значение при исследовании общих и асимпто-
тических свойств решений уравнения (1) имеют оценки моментов решений уравнений (1). Тем
не менее, вопрос о конечности моментов решений таких уравнений в общем случае остаётся
открытым.

В статье [13] доказано, что ограниченность правых частей уравнения (1) с h = 0 влечёт
за собой конечность моментов решений. Наличие слагаемого h(Xt) dWt в уравнении (1) не
позволяет применять потраекторные методы статьи [13] для оценки моментов решений урав-
нения (1), поскольку сумма показателей Гёльдера траекторий процессов Xt и Wt меньше
единицы. Эффективные потраекторные методы исследования свойств решений стохастиче-
ских дифференциальных уравнений с нерегулярными возмущениями разработаны в работах
Т. Лайонса [14], М. Губинелли [15], М. Хайрера [16] и других математиков. Совокупность этих
методов получила название теории грубых траекторий. Следуя работам [17–19], мы рассматри-
ваем уравнение (1) в контексте теории грубых траекторий: для уравнения (1) строим соответ-
ствующее уравнение в грубых траекториях и доказываем потраекторные оценки для решений
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построенного уравнения, при этом ключевую роль при переходе от уравнения в грубых траек-
ториях к исходному уравнению (1) играет свойство согласованности решений с фильтрацией
Ft, а также конечность моментов от гёльдеровских норм процессов Wt и BH

t .
Основным результатом настоящей работы является теорема 2, гарантирующая конечность

моментов всех порядков от гёльдеровских норм решений уравнений (1) в предположении, что
коэффициенты уравнения достаточно гладкие и ограниченные.

Определение 1. Сильным решением уравнения (1) называется Ft-согласованный процесс
Xt такой, что для почти всех ω ∈ Ω для любых t ∈ [0, T ] выполняется равенство

Xt = X0 +

t∫
0

b(Xs)ds +

t∫
0

h(Xs) dWs +

t∫
0

σ(Xs) dB
H
s ,

где интеграл по Ws – интеграл Ито, а интеграл по BH
s – потраекторный интеграл Римана–

Стилтьеса [20]. Сильное решение Xt уравнения (1) с начальным условием X0 = ξ, где ξ –
F0-измеримая случайная величина, называется единственным, если для любого сильного ре-
шения Yt уравнения (1) с начальным условием Y0 = ξ выполняется условие P (Xt = Yt для
всех t ∈ [0, T ]) = 1.

Пусть d = 1+m+k. Определим d-мерный случайный процесс Bt = (t,Wt, B
H
t ). Обозначим

через Hi показатели Хёрста его компонент B
(i)
t , т.е. H1 = 1, H2 = . . . = Hm+1 = 1/2,

Hm+2 = . . . = Hd = H.
Зафиксируем произвольное α ∈ (1/3, 1/2). Полагая f = col (b, h, σ), рассмотрим уравнение

dXt = f(Xt) dBt, t ∈ [0, T ]. (2)

Для прозвольного случайного процесса Yt, t ∈ [0, T ], через Ys,t будем обозначать прира-
щение процесса Y, т.е. Ys,t = Yt − Ys.

Определим кусочно-линейные аппроксимации процесса Bt соотношением

Bm,t = Btml−1
+ (t− tml−1)Btml−1,t

m
l
; t ∈ [tml−1, t

m
l ); l = 1, 2m; tml = T l/2m.

Построим процесс второго порядка B : [0, T ]2 ×Ω → R
d×d следующим образом: если i �= j

или Hi �= 1/2, то полагаем

B
(i,j)
s,t = lim

m→∞

t∫
s

τ∫
s

dB(i)
m,r dB

(j)
m,τ ; (3)

если Hi = 1/2, то

B
(i,i)
s,t =

t∫
s

τ∫
s

dB(i)
r dB(i)

τ , (4)

где интегралы в правой части соотношения (3) понимаются как потраекторные интегралы
Римана–Стилтьеса, а интегралы в правой части равенства (4) – как интегралы Ито. Существо-
вание предела п.н. в соотношении (3) вытекает из результатов работы [21]. Нетрудно видеть,
что определённый выше процесс B удовлетворяет тождеству Чена

Bs,t − Bs,u − Bu,t = Bs,u
⊗

Bu,t

для любой тройки (s, u, t) ∈ [0, T ]3. Таким образом, для любых s, t ∈ [0, T ] имеет место
равенство

(1, Bt,B0,t) = (1, Bs,B0,s) � (1, Bs,t,Bs,t), (5)

где через � обозначена операция группы Ли T
(2)
1 (Rd) = {(1, b, c) : b ∈ R

d, c ∈ R
d×d}, опреде-

ляемая для элементов (a, b, c), (a′, b′, c′) ∈ T
(2)
1 (Rd) правилом:

(a, b, c) � (a′, b′, c′) = (aa′, ab′ + a′b, ac′ + a′c+ b
⊗

b′).
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Траектории процесса Bt = (Bt,B0,t) п.н. принадлежат множеству C α([0, T ],Rd) α-непре-
рывных по Гёльдеру грубых траекторий [16, гл. 2].

Пусть V – некоторое евклидово пространство. Будем говорить, что процесс Yt, траектории
которого п.н. принадлежат классу Cα([0, T ],L(Rd, V )) α-непрерывных по Гёльдеру отображе-
ний, управляется процессом Bt, если существует процесс Y ′

t (производная Губинелли от Yt)
такой, что его траектории п.н. принадлежат классу Cα([0, T ],L(Rd,L(Rd, V ))), а остаточный
член RY

s,t = Ys,t − Y ′
sBs,t удовлетворяет п.н. условию

|RY |2α := sup
s,t∈[0,T ]

s �=t

|RY
s,t|

|t− s|2α < ∞.

Для процесса Yt, управляемого процессом Bt, определим полунорму N (Y ) его траекто-
рий равенством

N (Y ) = sup
t∈[0,T ]

|Y ′
t |+ sup

s,t∈[0,T ]
s �=t

|Ys,t|+ |Y ′
s,t|

|t− s|α + |RY |2α,

а гёльдеровскую норму ‖Y ‖α для них зададим соотношением

‖Y ‖α = sup
t∈[0,T ]

|Yt|+ sup
s,t∈[0,T ]

s �=t

|Ys,t|
|t− s|α .

Пусть процесс Yt управляется процессом Bt. Потраекторным интегралом Губинелли от
Y по грубой траектории B называется следующий предел интегральных сумм (в предполо-
жении, что этот предел существует, конечен и не зависит от способа разбиения отрезка [0, T ]
точками ti) :

T∫
0

Yr dBr := lim
|P|→0

∑
ti,ti+1∈P

(YtiBti,ti+1 + Y ′
tiBti,ti+1),

где |P| = max
i

(ti+1 − ti) – диаметр разбиения P = {0 = t0 < t1 < . . . tl = T}, а произ-
ведение Y ′

tiBti,ti+1 определено корректно в силу изоморфизма L(Rd,L(Rd, V )) ∼= L(Rd×d, V ).
Кроме того, вследствие соотношения (5) элемент (Bti,ti+1 ,Bti,ti+1) можно интерпретировать
как приращение процесса Bt.

Наряду с уравнением (2) рассмотрим соответствующее уравнение в грубых траекториях

dXt = f(Xt) dBt, t ∈ [0, T ]. (6)

Определение 2. Решением уравнения (6) будем называть случайный процесс Xt, задан-
ный на вероятностном пространстве (Ω,F , P ), такой, что п.н. выполняются условия: 1) X ∈
∈ Cα([0, T ],Rn); 2) процессы Xt и f(Xt) управляются процессом Bt; 3) для любого t ∈ [0, T ]
имеет место равенство

Xt = X0 +

t∫
0

f(Xs) dBs,

где интеграл в правой части – потраекторный интеграл Губинелли, при этом X ′
t = f(Xt),

(f(Xt))
′ = Df(Xt)f(Xt). Пусть ξ : Ω → R

n – F0-измеримая случайная величина. Решение
Xt уравнения (6) с начальным условием X0 = ξ называется единственным, если для любого
решения Yt уравнения (6) с начальным условием Y0 = ξ выполняется равенство P (Xt = Yt

для всех t ∈ [0, T ]) = 1. Решение Xt уравнения (6) будем называть сильным, если процесс
Xt является Ft-согласованным.
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Обозначим через Ck
b (R

n,Rn×d) класс функций h : Rn → R
n×d, непрерывных и ограничен-

ных вместе со своими частными производными до порядка k включительно.
Теорема 1. Пусть f ∈ C4

b (R
n,Rn×d), p � 1. Тогда для любой F0-измеримой случай-

ной величины ξ существует единственное сильное решение Xt уравнения (6) с начальным
условием X0 = ξ. Кроме того, если E|ξ|p < ∞, то E(‖X‖pα) < ∞.

Доказательство. Из теоремы 8.4 [16] вытекает, что для почти всех ω ∈ Ω существу-
ет единственное отображение t �→ Xt(ω) такое, что п.н. выполняются следующие условия:
1) отображение t �→ Xt(ω) принадлежит классу Cα([0, T ],Rn); 2) отображения t �→ Xt(ω) и
t �→ f(Xt(ω)) управляются функцией t �→ Bt(ω), и имеют место равенства X ′

t(ω) = f(Xt(ω)),

(f(Xt(ω)))
′ = Df(Xt(ω))f(Xt(ω)); 3) Xt(ω) = ξ(ω) +

∫ t
0 f(Xs(ω)) dBs(ω).

Определим процесс второго порядка B̃s,t следующим образом: B̃
(i,j)
s,t = B

(i,j)
s,t при i �= j

или Hi �= 1/2; B̃
(i,i)
s,t = B

(i,i)
s,t + (t − s)/2 при Hi = 1/2. Согласно теореме 10.4 [16] траекто-

рии процесса B̃t = (Bt, B̃0,t) п.н. принадлежат множеству C α
g ([0, T ],R

d) α-непрерывных по
Гёльдеру геометрических грубых траекторий [16, гл. 2].

Используя аналог формулы корректирующего члена Ито–Стратоновича [16, с. 59], для п.в.
ω и всех t ∈ [0, T ] получаем следующее равенство:

t∫
0

f(Xs(ω)) dBs(ω) =

t∫
0

f(Xs(ω))dB̃s(ω)−
1

2

t∫
0

Dh(Xs(ω))h(Xs(ω)) ds,

из которого вытекает, что для п.в. ω ∈ Ω выполняется соотношение

Xt(ω) = ξ(ω) +

t∫
0

f̃(Xt(ω)) dB̃t(ω), t ∈ [0, T ],

здесь f̃ = col (b−2−1Dh·h, h, σ). Для каждого натурального m определим сглаженную грубую
траекторию Bm,t = (Bm,t,Bm,t), где

Bm,t =

t∫
0

τ∫
0

dBm,r
⊗

dBm,τ ,

а интегралы в правой части понимаются как потраекторные интегралы Римана–Стилтьеса.
Тогда для любого натурального m уравнение

dXt = f̃(Xt) dBm,t, t ∈ [0, T ],

имеет единственное сильное решение Xm,t с начальным условием Xm,0 = ξ. Согласно [21]
и [16, с. 142] последовательность Bm,t сходится п.н. к геометрической грубой траектории B̃t

в метрике p-вариации при любом p > 1/H. Отсюда и из теоремы Лайонса [14, 21] вытекает,
что последовательность Xm,t сходится п.н. в метрике p-вариации к некоторому случайному
процессу X̃t. Так как f̃ ∈ C3

b (R
n,Rn×d), то, применяя теорему 8.4 [16] к уравнению dXt =

= f̃(Xt) dB̃t, заключаем, что P (Xt = X̃t для всех t ∈ [0, T ]) = 1.
Докажем, что решение Xt уравнения (6) с начальным условием X0 = ξ является сильным

решением. Из определения кусочно-линейных аппроксимаций Bm,t вытекает, что при каждом
натуральном m процесс Xm,t является F̃t-согласованным, где F̃t = Ft+1/2m . В силу непре-
рывности справа семейства σ-алгебр Ft заключаем, что при каждом t ∈ [0, T ] случайная
величина Xt является Ft-измеримой.

Предположим, что E|ξ|p < ∞. Обозначим через Ω̃ множество всех ω ∈ Ω, при которых
для процесса Xt выполнены условия 1)–3) определения 2. Зафиксируем какое-нибудь ω ∈
∈ Ω̃. Выберем некоторые постоянные τ ∈ (0, 1), M > 0 (вообще говоря, зависящие от ω;
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значения этих постоянных уточним ниже). Возьмём произвольный отрезок [a, a + τ ] ⊂ [0, T ].
На множестве C α([a, a + τ ],Rn) α-непрерывных по Гёльдеру грубых траекторий Z с на-
чальным условием Za = Xa(ω) и управляемых функцией t �→ Bt(ω) рассмотрим шар Da

M
радиуса M, т.е.

Da
M = {Z ∈ C α([a, a+ τ ],Rn)|Za = Xa(ω),N (Z) � M}.

Нетрудно видеть, что полунорма N (·) является нормой на шаре Da
M , превращая этот шар в

полное метрическое пространство [16, гл. 8; 22]. Отображение

J : C α([a, a+ τ ],Rn) → C α([a, a + τ ],Rn)

определим следующим образом:

(J (Z))t = Za +

t∫
a

f(Zs) dBs(ω), t ∈ [a, a+ τ ].

Пусть Z, Z̃, Z̄ ∈ Da
M , тогда из предложений 3.9, 3.10 [22] и доказательства теоремы 8.4 [16]

вытекают следующие неравенства:

N (J (Z)) � cB(ω)cf (1 + τγ−αN 2(Z)), (7)

N (J (Z̃)− J (Z̄)) � c2B(ω)c
2
f τ

γ−αN (Z̃ − Z̄), (8)

где

cB(ω) = c

(
sup

s,t∈[0,T ]
s �=t

(
|Bs,t(ω)|
|t− s|γ +

|Bs,t(ω)|
|t− s|2γ

))
∨ 1,

γ ∈ (α, 1/2), c и cf � 1 – универсальные детерминированные постоянные.
Положим τ = (8c2B(ω)c

2
f )

1/(α−γ). Несложно видеть, что при выбранном значении τ суще-
ствует такое M = (4− 2

√
2)cB(ω)cf , при котором выполняется неравенство

cB(ω)cf (1 + τγ−αM2) � M. (9)

Таким образом, из соотношений (7)–(9) вытекает, что J (Da
M ) ⊆ Da

M и отображение J
является сжимающим в шаре Da

M . Следовательно, существует единственная неподвижная
точка отображения J в шаре Da

M , которая совпадает с траекторией X|[a,a+τ ](ω). Таким
образом, справедлива оценка

N (X|[a,a+τ ](ω)) � (4− 2
√
2)cB(ω)cf . (10)

Применяя неравенство треугольника и оценку (10) при a = 0, τ, 2τ, . . . , получаем неравенство

N (X|[0,T ](ω)) � (4− 2
√
2)cB(ω)cf (Tτ

−1 + 1) = C(cB(ω))
1+2/(γ−α), (11)

где C – универсальная детерминированная постоянная, зависящая лишь от f, T.
Поскольку случайная величина cB имеет конечные моменты любого порядка p � 1 [16,

гл. 10], то из неравенства (11) и конечности величины E(|X0|p) вытекает, что E(‖X‖pα) < ∞.
Теорема доказана.

Теорема 2. Пусть функции b, h, σ непрерывны и ограничены вместе со своими про-
изводными до четвёртого порядка включительно. Тогда для любой F0-измеримой случайной
величины ξ такой, что E|ξ|p < ∞, p � 1, существует единственное сильное решение Xt

уравнения (1) с начальным условием X0 = ξ, и для любого α ∈ (1/3, 1/2) выполняется нера-
венство E(‖X‖pα) < ∞.
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Доказательство. Зафиксируем произольные p � 1, α ∈ (max{1/3, 1 − H}, 1/2) и F0-
измеримую случайную величину ξ такую, что E|ξ|p < ∞. Согласно теореме 1 существует
единственное сильное решение Xt уравнения (6) с правой частью f = col (b, h, σ) и начальным
условием X0 = ξ.

Так как почти все траектории процессов Wt и BH
t непрерывны по Гёльдеру с показате-

лями 1/2 − ε и H − ε соответственно, где ε – произвольное малое положительное число, то
с вероятностью 1 для всех t ∈ [0, T ] выполнены соотношения

Xt = ξ +

t∫
0

f(Xs) dBs = ξ + lim
|P|→0

∑
ti,ti+1∈P

(f(Xti)Bti,ti+1 +Df(Xti)f(Xti)Bti,ti+1) =

= ξ + lim
|P|→0

∑
ti,ti+1∈P

(b(Xti)(ti+1 − ti) + h(Xti)Wti,ti+1 + σ(Xti)B
H
ti,ti+1

+Dh(Xti)h(Xti )Wti,ti+1),

где W0,t =
∫ t
0

∫ τ
0 dWr

⊗
dWτ – процесс второго порядка Ито, а P – произвольное конечное

разбиение отрезка [0, t] точками ti.
Поскольку почти все траектории процесса Xt непрерывны по Гёльдеру с показателем α >

> 1−H, то с вероятностью 1 справедливы равенства

lim
|P|→0

∑
ti,ti+1∈P

b(Xti)(ti+1 − ti) =

t∫
0

b(Xs)ds, t ∈ [0, T ], (12)

lim
|P|→0

∑
ti,ti+1∈P

σ(Xti)B
H
ti,ti+1

=

t∫
0

σ(Xs) dB
H
s , t ∈ [0, T ]. (13)

Так как процесс Xt является Ft-согласованным, то имеет место сходимость в L2(Ω,F , P ) :

lim
|P|→0

∑
ti,ti+1∈P

h(Xti)Wti,ti+1 =

t∫
0

h(Xs) dWs, t ∈ [0, T ]. (14)

Определим дискретный мартингал Sk рекуррентным образом:

S0 = 0, Sk+1 = Sk +Dh(Xtk )h(Xtk )Wtk ,tk+1
.

Тогда из ограниченности функции Dh(X) · h(X) вытекают соотношения

E

∣∣∣∣ ∑
ti,ti+1∈P

Dh(Xti)h(Xti)Wti,ti+1

∣∣∣∣2 = ∑
ti,ti+1∈P

E|Si+1 − Si|2 � C
∑

ti,ti+1∈P
E|Wti,ti+1 |2 = O(|P|).

Отсюда и из равенств (12)–(14) следует, что с вероятностью 1 для всех t ∈ [0, T ] справедливо
равенство

Xt = ξ +

t∫
0

b(Xs)ds+

t∫
0

h(Xs) dWs +

t∫
0

σ(Xs) dB
H
s .

Таким образом, процесс Xt является сильным решением уравнения (1) с начальным условием
X0 = ξ. Согласно теореме 1 величина E(‖X‖pα) является конечной. Единственность сильного
решения вытекает из результатов работы [4]. Теорема доказана.
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