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Рассматривается первая начально-краевая задача для одномерной по пространственной
переменной параболической по Петровскому системы второго порядка с дифференцируе-
мыми коэффициентами, заданной в полуполосе с негладкой боковой границей. Доказана
теорема о единственности классического решения этой задачи.
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Введение. Работа посвящена исследованию единственности классического решения пер-
вой начально-краевой задачи для одномерной по пространственной переменной параболиче-
ской по Петровскому (см. [1]) системы второго порядка с дифференцируемыми коэффициен-
тами в полуполосе с негладкой боковой границей.
Хорошо известно (см., например, [2, 3]), что из принципа максимума вытекает единствен-

ность классического решения первой начально-краевой задачи для параболического уравне-
ния. В [4] доказано, что для параболических систем, вообще говоря, принцип максимума места
не имеет.
Из [5; 6, с. 706] следует единственность классического решения в пространстве Гёльдера

H2+α,1+α/2(Ω), α ∈ (0, 1), первой начально-краевой задачи для параболической системы, если
боковые границы криволинейной трапеции – достаточно гладкие кривые, а именно, принад-
лежат классу H1+α/2, т.е. функции, задающие указанные границы, обладают первой произ-
водной из пространства Hα/2[0, T ].
Особый интерес указанная задача представляет в случае областей с негладкими боковыми

границами, в частности, имеющими “клювы”. В [7–9] (см. также [10–12]) установлены суще-
ствование и единственность классического решения в пространстве C

0

1,0(Ω) первой начально-
краевой задачи для параболических систем в криволинейной трапеции с боковыми границами,
принадлежащими классу Жевре H(1+α)/2.
Классическая разрешимость рассматриваемой задачи исследовалась также в топологи-

чески более слабых пространствах Дини–Гёльдера. В случае одного уравнения существова-
ние и единственность классического решения первой начально-краевой задачи в полуполосе с
негладкой боковой границей хорошо известны. В [3, 13] установлены соответствующие теоремы
при условии, что функция, задающая негладкую боковую границу, принадлежит пространст-
ву H1/2+ω[0, T ], здесь и до конца введения ω – модуль непрерывности, удовлетворяющий
условию Дини (определение см. в п.1).
В [14, 15] доказана теорема о существовании классического решения в пространстве C

0

1,0(Ω)

первой начально-краевой задачи для параболической системы в полуполосе с негладкой бо-
ковой границей из класса H1/2+ω. Единственность полученного решения в этих работах не
рассматривалась.
Естественно, возникает вопрос о исследовании единственности классического решения пер-

вой начально-краевой задачи в случае параболической системы в полуполосе с боковой гра-
ницей из класса H1/2+ω. Отметим, что если не требовать, чтобы модуль непрерывности ω из
определения класса H1/2+ω, которому по предположению должна принадлежать боковая гра-
ница, удовлетворял условию Дини, то, как показано в работах [16, 17], на ней могут появиться
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слишком узкие “клювы”, что может привести к неограниченному росту вблизи боковой грани-
цы первой производной решения по пространственной переменной. Таким образом, указанное
условие на гладкость боковой границы является минимальным для исследования классической
разрешимости параболических начально-краевых задач в классе C1,0(Ω).
В настоящей работе устанавливается теорема о единственности классического решения

первой начально-краевой задачи для параболических систем с дифференцируемыми коэф-
фициентами в полуполосе с негладкой боковой границей из класса H1/2+ω в пространстве
C1,0(Ω) с дополнительным ограничением на характер гладкости решения по временно́й пере-
менной и на характер роста его второй производной по пространственной переменной вблизи
боковой границы. При доказательстве используется метод, разработанный в [11].
Работа состоит из трёх пунктов. В первом пункте приводятся необходимые определения и

формулируется основная теорема. Второй пункт посвящён построению матрицы Грина первой
начально-краевой задачи. В третьем пункте доказывается основная теорема.

1. Необходимые сведения и формулировка основного результата. Пусть фиксиро-
вано положительное число T . Введём нужные в дальнейшем функциональные пространства.
Через C[τ, T ], τ ∈ [0, T ), обозначим линейное нормированное пространство непрерывных век-
тор-функций (матриц) ψ : [τ, T ] → R

m, m ∈ N\{1}, с нормой ‖ψ; [τ, T ]‖0 := max
t∈[τ,T ]

|ψ(t)|, а его

подпространство, состоящее из вектор-функций (матриц), обращающихся при t = τ в нуль,
через C

0
[τ, T ], т.е. C

0
[τ, T ] = {ψ ∈ C[τ, T ] : ψ(τ) = 0}. Здесь и далее для числового вектора a

(числовой матрицы A) под нормой |a| (соответственно нормой |A|) понимаем максимум из
модулей его компонент (её элементов).
Рассмотрим в полосе D = {(x, t) ∈ R

2 : x ∈ R, t ∈ (0, T )} некоторую область Ω такую,
что Ω

⋂
{(x, 0) : x ∈ R} �= ∅. Обозначим через C(Ω) линейное пространство непрерывных

ограниченных вектор-функций (матриц) u : Ω → R
m с нормой ‖u; Ω‖0 := sup

(x,t)∈Ω
|u(x, t)| и его

подпространство C
0
(Ω) := {u ∈ C(Ω) : u(x, 0) = 0}. Определим также линейное нормированное

пространство
C1,0(Ω) := {u ∈ C(Ω) : ∂xu ∈ C(Ω)}

с нормой ‖u; Ω‖1,0 :=
∑1

l=0 ‖∂l
xu; Ω‖0 и его подпространство

C
0

1,0(Ω) := {u ∈ C1,0(Ω) : ∂l
xu ∈ C

0
(Ω), l = 0, 1}.

Под значениями функций и их производных на границе области Ω понимаем их предель-
ные значения “изнутри” Ω.
Функция ν(z), z � 0, называется почти убывающей, если при некоторой положительной

постоянной C неравенство ν(z1) � Cν(z2) выполняется для всех z1 � z2 � 0.
Следуя [18, c. 147], модулем непрерывности называем непрерывную, неубывающую, полу-

аддитивную функцию ω : [0,+∞) → [0,+∞), для которой ω(0) = 0. Заметим, что

ω(|x|) exp{−|x|2/t} � Cω(t1/2) exp{−c|x|2/t}

для некоторых положительных постоянных C, c и всех x ∈ R и t > 0. Говорят, что модуль
непрерывности ω удовлетворяет условию Дини, если для него выполняется соотношение

ω̃(z) :=

z∫

0

ω(ξ)ξ−1 dξ < +∞, z > 0. (1)

Через D обозначим линейное пространство, состоящее из модулей непрерывности, которые
удовлетворяют условию Дини (1). Если ω ∈ D, то ω̃ – также модуль непрерывности, причём
ω(z) � 2ω̃(z), z � 0. Кроме того, если ω – модуль непрерывности, то функция ω∗(z) = ω(z1/2)
также является модулем непрерывности, при этом если ω ∈ D, то ω∗ ∈ D и при z � 0 имеет
место равенство ω̃∗(z) = 2ω̃(z1/2).
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Зафиксируем некоторый модуль непрерывности ω . Введём следующие линейные норми-
рованные пространства: Hq+ω[τ, T ], q ∈ [0, 1), – пространство вектор-функций (матриц) ψ ∈
∈ C[τ, T ], для которых

‖ψ; [τ, T ]‖q+ω := ‖ψ; [τ, T ]‖0 + sup
t,t+Δt∈(τ,T )

{
|Δtψ(t)|

|Δt|qω(|Δt|1/2)

}

< ∞;

H
0

q+ω[τ, T ] := {ψ ∈ Hq+ω[τ, T ] : ψ(0) = 0}; Hω(Ω) – пространство вектор-функций (матриц)

u ∈ C(Ω) таких, что

‖u; Ω‖ω := ‖u; Ω‖0 + sup
(x,t),(x+Δx,t+Δt)∈Ω

{
|Δx,tu(x, t)|

ω(|Δx|+ |Δt|1/2)

}

< ∞;

H
0

ω(Ω) := {u ∈ Hω(Ω) : u(x, 0) = 0}; H
0

1,ω(Ω) – пространство вектор-функций (матриц) u ∈
∈ C

0

1,0(Ω), для которых

‖u; Ω‖1,ω := ‖u; Ω‖1,0 + sup
(x,t)(x,t+Δt)∈Ω

{
|Δtu(x, t)|

|Δt|1/2ω(|Δt|1/2)

}

+

+ sup
(x,t),(x+Δx,t+Δt)∈Ω

{
|Δx,t∂xu(x, t)|

ω(|Δx|+ |Δt|1/2)

}

< ∞.

Пусть

∂1/2ψ(t) ≡ (∂
1/2
t ψ)(t) :=

1√
π

d

dt

t∫

0

(t− τ)−1/2ψ(τ) dτ, t ∈ [0, T ],

– оператор дробного дифференцирования порядка 1/2. Следуя [8, 14, 15], введём линейные
нормированные пространства

C
0

1/2[0, T ] := {ψ ∈ C
0
[0, T ] : ∂1/2ψ ∈ C

0
[0, T ]}

с нормой ‖ψ; [0, T ]‖1/2 := ‖ψ; [0, T ]‖0 + ‖∂1/2ψ; [0, T ]‖0 и

C
0

1/2,ω[0, T ] := {ψ ∈ C
0

1/2[0, T ] : ∂1/2ψ ∈ H
0

ω[0, T ]}

с нормой ‖ψ; [0, T ]‖1/2,ω := ‖ψ; [0, T ]‖0 + ‖∂1/2ψ; [0, T ]‖ω .
Замечание 1. Если ψ ∈ H

0

1/2+ω[0, T ], где ω ∈ D, то ψ ∈ C
0

1/2[0, T ] (см. [19]). Обратное,

вообще говоря, неверно (см. [8]).
В полосе D рассмотрим равномерно параболический по Петровскому (см. [1]) оператор

Lu := ∂tu−
2∑

l=0

Al(x, t)∂
l
xu, u = (u1, . . . , um)т, m > 1,

где Al = ‖aijl‖mi,j=1 – m×m-матрицы, элементами которых являются вещественные функции,
определённые в D и удовлетворяющие следующим условиям:
(a) собственные числа μr матрицы A2 подчиняются неравенствам Reμr � δ для некото-

рого δ > 0 и всех (x, t) ∈ D, r = 1,m;
(b) имеют место включения aijl ∈ Hω0(D), i, j = 1,m, l = 0, 1, 2, где ω0 – модуль непре-

рывности такой, что

˜̃ω0(z) =

z∫

0

y−1 dy

y∫

0

ω0(ξ)ξ
−1 dξ < +∞, z > 0,

и для некоторого ε0 ∈ (0, 1) функция ω0(z)z
−ε0 , z > 0, почти убывает.
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Известно (см. [20]), что при выполнении условий (a) и (b) у системы Lu = 0 существу-
ет фундаментальная матрица решений (ф.м.р.) Γ(x, t; ξ, τ), (x, t; ξ, τ) ∈ D × D, t > τ, и
справедливы оценки

|∂k
t ∂

l
xΓ(x, t; ξ, τ)| � C(t− τ)−(2k+l+1)/2 exp{−c(x− ξ)2/(t− τ)}, (2)

2k + l � 2, (x, t; ξ, τ) ∈ D ×D, t > τ.
Далее через C, c обозначаем положительные постоянные, зависящие от числа T, размер-

ности m, коэффициентов оператора L и кривой Σ, определяемой ниже.
В полосе D выделяется полуполоса Ω = {(x, t) ∈ D : x > g(t)} с негладкой, вообще говоря,

боковой границей Σ = {(x, t) ∈ Ω : x = g(t)}, причём функция g удовлетворяет условию

g ∈ H1/2+ω1 [0, T ], (3)

где ω1 ∈ D и для некоторого ε1 ∈ (0, 1) функция ω1(z)z
−ε1 , z > 0, почти убывает.

В области Ω рассмотрим первую начально-краевую задачу

Lu = 0 в Ω, u(x, 0) = 0, x � g(0), u|Σ = ψ. (4)

Известна следующая
Теорема 1 [14, 15]. Пусть для коэффициентов оператора L выполнены условия (a), (b)

и для функции g, задающей кривую Σ, – условие (3). Тогда для любой вектор-функции ψ ∈
∈ C

0

1/2[0, T ] классическим решением задачи (4) является потенциал простого слоя

u(x, t) =

t∫

0

Γ(x, t; g(τ), τ)ϕ(τ) dτ, (x, t) ∈ Ω, (5)

где ϕ ∈ C
0
[0, T ] – единственное в C[0, T ] решение граничного интегрального уравнения Воль-

терры первого рода
t∫

0

Γ(g(t), t; g(τ), τ)ϕ(τ) dτ = ψ(t), t ∈ [0, T ].

Решение (5) обладает свойствами
u, ∂xu ∈ C

0
(Ω),

|Δtu(x, t)| � C|Δt|1/2, (x, t), (x, t +Δt) ∈ Ω.

Если, кроме того, ψ ∈ C
0

1/2,ω2 [0, T ], где ω2 – модуль непрерывности, для которого суще-

ствует ε2 ∈ (0, 1) такое, что функция ω2(z)z
−ε2 , z > 0, почти убывает, то выполнена

оценка
|∂2

xu(x, t)| � C‖ψ; [0, T ]‖1/2,ω2ω3(d(x, t))d
−1(x, t), (x, t) ∈ Ω,

где d(x, t) := |x− g(t)|, ω3 = ˜̃ω0 + ω̃1 + ω2.
Далее предполагаем, что для коэффициентов оператора L выполнено дополнительно

условие
(c) справедливы включения ∂k

xaijl ∈ Hω0(D), i, j = 1,m, l = 0, 1, 2, 0 � k � l.
Основное содержание настоящей работы составляет следующая
Теорема 2. Пусть для коэффициентов оператора L выполнены условия (a)–(c) и для

функции g, задающей кривую Σ, – условие (3). Пусть, кроме того, вектор-функция u ∈
∈ C2,1(Ω)

⋂
C1,0(Ω) – решение задачи

Lu = 0 в Ω, u(x, 0) = 0, x � g(0), u|Σ = 0,
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удовлетворяет неравенствам

|Δtu(x, t)| � C|Δt|1/2, (x, t), (x, t +Δt) ∈ Ω, (6)

и
|∂2

xu(x, t)| � Cω(d(x, t))d−1(x, t), (x, t) ∈ Ω, (7)

где ω – некоторый модуль непрерывности. Тогда u ≡ 0 в Ω.

2. Матрица Грина первой начально-краевой задачи. Для любого промежутка 〈τ, η〉,
τ, η ∈ [0, T ], τ < η, обозначим Ω〈τ,η〉 := {(x, t) ∈ Ω : t ∈ 〈τ, η〉}. Построим матрицу Грина
задачи (4), а именно, матрицу

G(x, t; ξ, τ) = Γ(x, t; ξ, τ)− v(x, t; ξ, τ), (x, t) ∈ Ω(τ,T ], (ξ, τ) ∈ Ω,

где Γ – ф.м.р. системы Lu = 0, а матрица v(x, t; ξ, τ) для любой фиксированной точки
(ξ, τ) ∈ Ω является решением первой начально-краевой задачи

Lv(· ; ξ, τ) = 0 в Ω(τ,T ], (8)

v(· ; ξ, τ) = 0 в Ω
⋂

{t = τ}, (9)
v(· ; ξ, τ) = Ψ(· ; ξ, τ) на Σ

⋂
{τ � t � T}, (10)

где Ψ(t; ξ, τ) = Γ(g(t), t; ξ, τ), t ∈ (τ, T ], Ψ(t; ξ, τ) = 0, t = τ.
Замечание 2. В частном случае, когда ω1(x) = xα, α ∈ (0, 1), для систем с постоянными

коэффициентами матрица Грина построена в [11].
Лемма. Матрица Ψ(t; ξ, τ) обладает следующими свойствами:

Ψ(· ; ξ, τ) ∈ H1/2+ω1 [τ, T ], Ψ(τ + 0; ξ, τ) = 0,

‖Ψ(· ; ξ, τ); [τ, T ]‖1/2+ω1 � C(ξ, τ) (11)
для любых (ξ, τ) ∈ Ω, где ω1 – модуль непрерывности из условия (3), а C(ξ, τ) – положи-
тельная постоянная, зависящая только от ξ и τ.

Доказательство. В силу оценок (2), условия (3) и неравенств

ξ > g(τ) и (a− b)2 � a2/2 − 2b2, a, b ∈ R, (12)

получаем

|Ψ(t; ξ, τ)| � C(t− τ)−1/2 exp{−c(g(t) − ξ)2/(t− τ)} � C(t− τ)−1/2 exp{−c(g(τ) − ξ)2/(t− τ)}.

Следовательно, имеет место оценка

|Ψ(t; ξ, τ)| � C(ξ, τ) exp{−c(ξ, τ)/(t − τ)}, τ < t � T, (13)

в которой c(ξ, τ) – положительная постоянная, зависящая только от ξ и τ.
Поэтому lim

t→τ+0
Ψ(t; ξ, τ) = 0, а значит, справедливо включение Ψ(· ; ξ, τ) ∈ C

0
[τ, T ] с оцен-

кой |Ψ(t; ξ, τ)| � C(ξ, τ).
Докажем включение Ψ(· ; ξ, τ) ∈ H1/2+ω1 [τ, T ]. Проверим, что

|ΔtΨ(t; ξ, τ)| � C(ξ, τ)(|Δt|)1/2ω1(|Δt|1/2), t, t+Δt ∈ (τ, T ]. (14)

Не ограничивая общности, считаем Δt > 0. В случае Δt � t− τ оценка (14) непосредственно
следует из (13). В случае Δt < t − τ, используя оценки (2), условие (3) и неравенства (12),
находим

|ΔtΨ(t; ξ, τ)| � C{(Δt)1/2ω1((Δt)1/2)(t− τ)−1 + (Δt)(t− τ)−3/2} exp{−c(g(τ) − ξ)2/(t− τ)} �

� C(ξ, τ)(Δt)1/2ω1((Δt)1/2),
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откуда вытекает оценка (14), переходя в которой к пределу при t → τ + 0, окончательно
получаем доказываемое включение с оценкой (11). Лемма доказана.
Из леммы и теоремы 1 следует, что решением задачи (8)–(10) является потенциал просто-

го слоя

v(x, t; ξ, τ) =

t∫

τ

Γ(x, t; g(η), η)ϕ(η; ξ, τ) dη, (x, t) ∈ Ω(τ,T ), (15)

где матричная плотность ϕ(· ; ξ, τ) принадлежит пространству Hω4 [τ, T ], ω4 = ˜̃ω0 + ω̃1, и
является единственным в C[τ, T ] решением интегрального уравнения Вольтерры первого рода

t∫

τ

Γ(g(t), t; g(η), η)ϕ(η) dη = Ψ(t; ξ, τ), t ∈ [τ, T ],

причём ϕ(τ + 0; ξ, τ) = 0 для любых (ξ, τ) ∈ Ω. Кроме того (см. [20, 21]), матрица (15)
принадлежит пространству H

0

1,ω4(Ω) и для неё справедливы оценки

|∂l
xv(x, t; ξ, τ)| � C(ξ, τ) exp{−c(x− g(t))2/(t− τ)}, (x, t) ∈ Ω(τ,T ], l = 0, 1;

|∂2
xv(x, t; ξ, τ)| � C(ξ, τ) d−1(x, t)ω4(d(x, t)), (x, t) ∈ Ω(τ,T ).

3. Доказательство теоремы единственности. Для оператора L рассмотрим сопря-
жённый к нему оператор L∗, определяемый формулой (см. [22, c. 318])

L∗u = ∂tu+

2∑

l=0

(−1)l∂l
x(A

т
l (x, t)u) ≡ ∂tu+Aт

2(x, t)∂
2
xu+

+ [2∂xA
т
2(x, t)−Aт

1(x, t)]∂xu+ [∂2
xA

т
2(x, t) − ∂xA

т
1(x, t) +Aт

0(x, t)]u,

где Aт
l – транспонированная по отношению к Al матрица, l = 0, 1, 2. Из результатов п. 2

следует, что можно построить матрицу Грина G∗(x, t; ξ, τ), (x, t) ∈ Ω[0,τ), (ξ, τ) ∈ Ω, задачи

L∗u = 0 в Ω, u(x, T ) = 0, x � g(T ), u|Σ = ψ,

а именно, функцию

G∗(x, t; ξ, τ) = Γ∗(x, t; ξ, τ) − v∗(x, t; ξ, τ), (x, t) ∈ Ω[0,τ), (ξ, τ) ∈ Ω,

где Γ∗ – ф.м.р. системы L∗u = 0, а матрица v∗(x, t; ξ, τ) для любой фиксированной точки
(ξ, τ) ∈ Ω является решением первой начально-краевой задачи

L∗v∗(· ; ξ, τ) = 0 в Ω[0,τ),

v∗(· ; ξ, τ) = 0 в Ω
⋂

{t = τ},
v∗(· ; ξ, τ) = Ψ∗(· ; ξ, τ) на Σ

⋂
{0 � t � τ},

где Ψ∗(t; ξ, τ) = Γ∗(g(t), t; ξ, τ), t ∈ [0, τ), Ψ∗(t; ξ, τ) = 0, t = τ.
Известно (см. [22, с. 319]), что Γ∗(x, t; ξ, τ) = Γт(ξ, τ ;x, t), где Γ – ф.м.р. системы Lu = 0.

Поэтому из оценок (2) вытекают неравенства

|∂k
t ∂

l
xΓ

∗(x, t; ξ, τ)| � C(τ − t)−(2k+l+1)/2 exp{−c(x− ξ)2/(τ − t)}, (16)

в которых 2k + l � 2, (x, t; ξ, τ) ∈ D ×D, t < τ.
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Из результатов п. 2 следует, что для любых (ξ, τ) имеет место включение

v∗ ∈ H
0

1,ω4(Ω[0,τ)), (17)

где ω4 = ˜̃ω0 + ω̃1, и выполнены оценки

|∂l
xv

∗(x, t; ξ, τ)| � C(ξ, τ) exp{−c(x− g(t))2/(τ − t)}, (x, t) ∈ Ω[0,τ), l = 0, 1, (18)

|∂2
xv

∗(x, t; ξ, τ)| � C(ξ, τ)d−1(x, t)ω4(d(x, t)), (x, t) ∈ Ω(0,τ). (19)

Доказательство теоремы 2. Зафиксируем произвольно выбранную точку (ξ, τ) ∈ Ω и
докажем, что u(ξ, τ) = 0.
Пусть ε ∈ (0, τ) – произвольное фиксированное число. Положим

G∗(x, t) = G∗(x, t; ξ, τ), Ĝ(x, t) = (G∗)т(x, t), v∗(x, t) = v∗(x, t; ξ, τ).

Пусть вектор-функция u удовлетворяет условиям теоремы 2. Справедливо тождество

0 = Ĝ(x, t)Lu(x, t) + (L∗G∗)т(x, t)u(x, t) = ∂t[Ĝ(x, t)u(x, t)] − ∂x[Ĝ(x, t)A2(x, t)∂xu(x, t)−

− (∂xĜ(x, t))A2(x, t)u(x, t) − Ĝ(x, t)(∂xA2(x, t))u(x, t) + Ĝ(x, t)A1(x, t)u(x, t)],

в силу которого для любых ε ∈ (0, τ) и M > max{max
[0,T ]

|g|, |ξ|} имеет место равенство

0 =

τ−ε∫

0

dt

2M∫

g(t)

{∂t[Ĝ(x, t)u(x, t)]} dx −
τ−ε∫

0

dt

2M∫

g(t)

∂x[Ĝ(x, t)A2(x, t)∂xu(x, t)−

− (∂xĜ(x, t))A2(x, t)u(x, t) − Ĝ(x, t)(∂xA2(x, t))u(x, t) + Ĝ(x, t)A1(x, t)u(x, t)] dx ≡

≡ P (ε,M) −Q(ε,M), (20)

где

P (ε,M) =

τ−ε∫

0

dt

2M∫

g(t)

{∂t[Ĝ(x, t)u(x, t)]} dx.

Рассмотрим вектор-функцию P (ε,M). Только в доказательстве теоремы 2 примем обозна-
чение

‖u‖ :=
∑

l�1

sup
Ω

|∂l
xu|+ sup

Ω
{|Δtu||Δt|−1/2}+ sup

Ω
{|∂2

xu|d(x, t)ω−1(d(x, t))}.

Положим h(x, t) = Ĝ(x, t)u(x, t), если x � g(t), и h(x, t) = 0, если x < g(t). Заметим, что
∂th(z, t)|z=g(t) = 0, 0 � t � τ − ε.
Действительно, при g(t) < g(t+Δt) из определения функции h следует равенство

h(g(t), t +Δt)− h(g(t), t) = 0.

В случае g(t) � g(t+Δt) в силу оценок (6), (16), (19) и включения (17) находим

|h(g(t), t +Δt)− h(g(t), t)| = |Ĝ(g(t), t +Δt)u(g(t), t +Δt)| =

= |Ĝ(g(t), t +Δt)− Ĝ(g(t), t)||u(g(t), t +Δt)− u(g(t), t)| � C(ε)‖u‖|Δt|ω4(|Δt|1/2).
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Поэтому существует вектор-функция f(x, t) ≡ ∂th(x, t), (x, t) ∈ R× [0, τ − ε]. Заметим, что f
непрерывна на R× [0, τ − ε]. В самом деле, достаточно проверить, что

lim
(x,t)→(g(t0),t0)

f(x, t) = f(g(t0), t0) = 0, (x, t) ∈ Ω, t0 ∈ [0, τ − ε]. (21)

По теореме о среднем в силу условий на гладкость вектор-функции u и соотношений (7),
(16)–(19) получаем при x, достаточно близких к g(t), неравенства

|[∂tĜ(x, t)]u(x, t)| = |∂tĜ(x, t)||u(x, t) − u(g(t), t)| � C(ε)‖u‖ω4(d(x, t)), t ∈ [0, τ − ε],

|Ĝ(x, t)∂tu(x, t)| = |Ĝ(x, t)− Ĝ(g(t), t)||∂tu(x, t)| � C(ε)‖u‖ω(d(x, t)), t ∈ [0, τ − ε].

Следовательно, f(x, t) → 0 = f(g(t), t) при x → g(t) + 0 для любого t ∈ [0, τ − ε]. Отсюда
и из равенства f(x, t) − f(g(t0), t0) = f(x, t) − f(g(t), t) вытекает соотношение (21). Поэтому
f ∈ C{[−2M, 2M ] × [0, τ − ε]}. Тогда

P (ε,M) =

τ−ε∫

0

dt

2M∫

−2M

f(x, t) dx =

τ−ε∫

0

dt

2M∫

−2M

∂th(x, t) dx =

=

τ−ε∫

0

dt{∂t
2M∫

−2M

h(x, t) dx} =

2M∫

−2M

h(x, τ − ε) dx −
2M∫

−2M

h(x, 0) dx =

2M∫

−2M

h(x, τ − ε) dx.

Положим û(x, t) = u(x, t), если x � g(t), и û(x, t) = 0, если x < g(t). Тогда при M → +∞
получаем, что

P (ε,M) =

2M∫

−2M

Ĝ(x, τ − ε)û(x, τ − ε) dx →
+∞∫

−∞

Ĝ(x, τ − ε)û(x, τ − ε) dx =

=

+∞∫

−∞

[Γ(ξ, τ ;x, τ − ε)− (v∗)т(x, τ − ε)]û(x, τ − ε) dx.

При ε → +0 имеем
+∞∫

−∞

Γ(ξ, τ ;x, τ − ε)û(x, τ − ε) dx → û(ξ, τ) = u(ξ, τ),

и в силу условий на гладкость вектор-функции u и оценок (18)

∣
∣
∣
∣

+∞∫

−∞

(v∗)т(x, τ − ε)û(x, τ − ε) dx

∣
∣
∣
∣ � C‖u‖

+∞∫

−∞

exp

{

− c
(x− g(t))2

ε

}

dx = C‖u‖
√
ε → 0,

поэтому
lim
ε→+0

lim
M→+∞

P (ε,M) = u(ξ, τ). (22)

Рассмотрим вектор-функцию Q(ε,M). Для неё справедливо равенство

Q(ε,M) =

τ−ε∫

0

[Ĝ(2M, t)A2(2M, t)∂xu(2M, t)− (∂xĜ(2M, t))A2(2M, t)u(2M, t) −

− Ĝ(2M, t)(∂xA2(2M, t))u(2M, t) + Ĝ(2M, t)A1(2M, t)u(2M, t)] dt.
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Из оценок (2), (18) и условий на гладкость вектор-функции u следует, что

|Q(ε,M)| � C‖u‖
τ−ε∫

0

1∑

l=0

[|∂l
xΓ(2M, t; ξ, τ)| + |∂l

xv
∗(2M, t)|] dt �

� C(ε)‖u‖
τ−ε∫

0

exp

{

− c
M2

T

}

dt → 0

при M → +∞, а значит,
lim

ε→+0
lim

M→+∞
Q(ε,M) = 0. (23)

Из соотношений (20), (22), (23) вытекает нужное равенство

0 = lim
ε→+0

lim
M→+∞

[P (ε,M) −Q(ε,M)] = u(ξ, τ).

Теорема 2 доказана.
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