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Рассматриваются методы Рунге–Кутты, область устойчивости которых включает круг
максимального диаметра для заданных количества стадий и порядка. Указанные методы
применяются для решения начальных задач, полученных при аппроксимации гиперболи-
ческих систем с использованием разрывного метода Галёркина. Предложены два трёхста-
дийных метода из рассматриваемого класса, для которых с помощью тестовых задач для
уравнения переноса и для системы уравнений газовой динамики исследована способность
сохранять устойчивость и монотонность численного решения при максимально возможных
шагах сетки по времени.
DOI: 10.31857/S0374064121070086

Введение. Математическое моделирование скоростных течений газа, содержащих разры-
вы решения и/или области резкого и неустойчивого его изменения, является одной из важных
областей приложения моделей газовой динамики. Успех численного моделирования в равной
степени зависит от выбора способа аппроксимации соответствующей системы гиперболиче-
ских уравнений как по времени, так и по пространству [1]. Сложность течений, описываемых
разрывными решениями, предъявляет к выбору разностных схем высокие требования по точ-
ности, устойчивости и монотонности [2].

В последние годы особой популярностью при численном моделировании течений жидкости
и газа пользуются схемы на основе разрывного метода Галёркина [3–9]. Достоинства метода
определяются его высокими разрешающими возможностями, основанными на полиномиальной
аппроксимации решения произвольного порядка внутри каждой ячейки сетки и допущении
разрывов решения на границах ячеек. При использовании такого подхода очень важен выбор
схемы аппроксимации уравнений по времени. Необходимо выбирать методы, обеспечивающие
скорость вычислений, их устойчивость и обладающие свойством невозрастания паразитных
осцилляций решения. К таким схемам относятся, например, явные методы Рунге–Кутты, удо-
влетворяющие свойству TVD – total variation diminishing [10]. При этом важным является
использование методов с оптимальной для данного класса задач областью устойчивости [11–
13]. В то же время требования к точности метода сталкиваются с проблемой потери порядка
аппроксимации на разрывах [14].

Цель статьи – выбор и исследование методов Рунге–Кутты с увеличенной областью устой-
чивости, адаптированных для решения задач газовой динамики с использованием разрывного
метода Галёркина.
1. Разрывный метод Галёркина. Рассмотрим скалярный закон сохранения

∂U

∂t
+ divF (U) = 0, (1)

где U(x, t) – неизвестная функция, F (U) = (F1(U), . . . , FM (U))т – вектор потоков, N – размер-
ность пространства. Будем считать, что в пространственной области Ω на временно́м отрезке
[0, T ] задана начальная задача

U(x, 0) = U0(x), x ∈ Ω. (2)

Введём в области Ω сетку Ωh = {Ij}nj=1. На каждой ячейке Ij зададим пространство
Pm(Ij) полиномов степени не выше m и выберем в нём ортонормированный в L2(Ij) базис
{ϕ(s)

j (x)}ms=0. Вне ячейки Ij положим ϕ
(s)
j (x) = 0, ϕ = 1, n, s = 0,m. Будем искать при-
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ближённое решение Uh задачи (1), (2) в виде линейной комбинации выбранных базисных
функций

Uh(x, t) =

n∑

j=1

m∑

s=0

U
(s)
j (t)ϕ

(s)
j (x). (3)

Умножив уравнение (1) скалярно на базисную функцию ϕ
(s)
j (x), получим

∫

Ij

∂U

∂t
ϕ
(s)
j (x) dV +

∫

Ij

N∑

i=1

∂Fi

∂xi
ϕ
(s)
j (x) dV = 0,

Далее преобразуем второе слагаемое:

∫

Ij

∂U

∂t
ϕ
(s)
j (x) dV +

∫

Ij

N∑

i=1

∂(Fiϕ
(s)
j (x))

∂xi
dV −

∫

Ij

N∑

i=1

Fi

∂ϕ
(s)
j (x)

∂xi
dV = 0,

откуда, наконец, получим с использованием формулы Остроградского–Гаусса

∫

Ij

∂U

∂t
ϕ
(s)
j (x) dV +

∮

∂Ij

N∑

i=1

Finiϕ
(s)
j (x) dS −

∫

Ij

N∑

i=1

Fi

∂ϕ
(s)
j (x)

∂xi
dV = 0, (4)

где n = (n1, . . . , nN )т – вектор внешней нормали к поверхности ∂Ij , ограничивающей ячей-
ку Ij .

Подставляя в равенство (4) вместо функции U представление (3) для функции Uh и
учитывая ортонормированность базиса {ϕ(s)

j (x)}ms=0, приходим к следующей системе обык-

новенных дифференциальных уравнений для нахождения коэффициентов U
(s)
j разложения

приближённого решения:

dU
(s)
j

dt
= −

∮

∂Ij

N∑

i=1

Finiϕ
(s)
j (x) dS +

∫

Ij

N∑

i=1

Fi

∂ϕ
(s)
j (x)

∂xi
dV, j = 1, n, s = 0,m,

или
dU

(s)
j

dt
= Lh(. . . , U

(α)
β , . . .), j = 1, n, s = 0,m. (5)

Проецируя равенство (2) (с заменой функции U функцией Uh) на базисные функции ϕ
(s)
j ,

получим начальные условия задачи Коши

U
(s)
j (0) =

∫

Ij

U0(x)ϕ
(s)
j (x) dV, j = 1, n, s = 0,m. (6)

Описанный подход определяет разрывный метод Галёркина [3]. Он позволяет строить высо-
коточные разностные схемы с использованием компактного шаблона аппроксимации даже для
методов высокого порядка, а также добиваться хорошей разрешающей способности алгоритма
на сильных разрывах.
2. Выбор метода интегрирования по времени. Как правило, в силу нелинейности

оператора Lh для решения задачи Коши (5), (6) используются явные методы Рунге–Кутты.
В то же время при использовании этих методов нужно для обеспечения устойчивости накла-
дывать существенные ограничения на шаг по времени. Целесообразно выбирать такие методы,
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которые при необходимом порядке точности имели бы как можно бо́льшую область устойчи-
вости. При этом выбор области устойчивости, вытянутой вдоль действительной оси, не всегда
является оптимальным [13].

Рассмотрим одномерное линейное уравнение переноса

∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
= 0 (7)

и будем решать его на отрезке [0, L] = Ω. Введём на нём равномерную сетку Ωh = {xi =
= ih, i = 0, n, h = L/n}. В каждом узле зададим функцию ui(t), представляющую собой
приближённое значение решения. Аппроксимируя пространственную производную разностью
назад, получим систему ОДУ для функций ui, соответствующих внутренним узлам:

dui
dt

= −c
ui − ui−1

h
. (8)

Рассмотрим задачу на собственные значения −c(ui − ui−1) = λhui с периодическими
граничными условиями u0 = un. Её решение имеет вид

Рис. 1. Приведённые собственные числа μk

оператора разностной производной назад.

Рис. 2. Области устойчивости, соответствую-
щие функции устойчивости (9), для количества
стадий s = 2, 3, 4, 5, 6.

μk = exp(−ĩ2πk/n)− 1,

где μk = λkh/c, ĩ =
√
−1, k = 0, n− 1. На

рис. 1 точками на комплексной плоскости изобра-
жены значения μk. Видим, что область устойчи-
вости метода, применяемого для интегрирования
системы (8), не стоит выбирать вытянутой вдоль
действительной оси, как это характерно, например,
для методов Рунге–Кутты–Чебышёва [15, гл. IV,
§ 2]. Эта область должна включать в себя круг мак-
симально возможного диаметра, касающийся мни-
мой оси в точке (0, 0). Очевидно, что в случае более
сложного, нелинейного вида вектора потоков F (U)
расположение собственных чисел линейной части
оператора Lh будет иным. Тем не менее приведён-
ный пример демонстрирует общий принцип выбора
методов по области устойчивости для гиперболиче-
ских уравнений.

В работе [13] рассмотрен подход к построению
методов Рунге–Кутты с областью устойчивости,
включающей в себя круг максимального диамет-
ра (условие МД), касающийся начала координат.
Для методов первого и второго порядка точности
авторы получили вид функции устойчивости, обес-
печивающей выполнение условия МД, для произ-
вольного количества стадий s. В частности, для
метода второго порядка такая функция имеет вид

R(μ) =
s− 1

s

(
μ

s− 1
+ 1

)s
+

1

s
. (9)

Соответствующие области устойчивости для ко-
личества стадий s = 2, 3, 4, 5, 6 приведены на
рис. 2. При этом задание вида функции устойчи-
вости не задаёт единственным образом сам метод.
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2.1. Интерполяционное представление методов Рунге–Кутты. Для автономной сис-
темы ОДУ u′ = f(u) явный метод Рунге–Кутты вычисления значения приближённого реше-
ния yl+1 ≈ u(tl + τ) по значению yl ≈ u(tl) имеет вид [16, гл. II, § 2]

gi = yl + τ
i−1∑

j=1

ai,jkj , ki = f(gi), i = 1, s, (10)

yl+1 = yl + τ

s∑

j=1

bjkj . (11)

Далее будем опираться на следующее представление метода.
Утверждение 1. Метод Рунге–Кутты (10), (11) в случае, если ai,i−1 
= 0 для всех i =

= 2, s, может быть представлен в виде

g1 = yl, gi = gi−1 + τai,i−1ki−1 +

i−1∑

j=1

ηijgj , i = 2, s, (12)

gs+1 = gs + τξks, yl+1 =
s+1∑

j=1

σjgj , (13)

где σj , j = 1, s, и ηij , i = 2, s, j = 1, i− 1, – некоторый набор постоянных коэффициентов,
вычисляемых через коэффициенты ai,j, i = 2, s, j = 1, i − 1, и bj , j = 1, s, при этом
коэффициент ξ 
= 0 может быть выбран произвольно, и σs+1 = bs/ξ.
Доказательство. Для первой и второй стадий представление, очевидно, верно: g1 = yl,

k1 = f(g1), g2 = yl + τa2,1k1. Предположим, что оно верно и для всех gj , j = 2, i − 1, i � s.
Тогда

kj =
1

τaj+1,j

(
gj + τaj+1,jkj +

j∑

α=1

ηj+1
α gα − gj −

j∑

α=1

ηj+1
α gα

)
=

1

τaj+1,j

(
gj+1 − gj −

j∑

α=1

ηj+1
α gα

)

и

gi = yl + τ

i−1∑

j=1

ai,jkj = yl + τ

i−2∑

j=1

ai−1,jkj + τai,i−1ki−1 + τ

i−2∑

j=1

(ai,j − ai−1,j)kj =

= gi−1 + τai,i−1ki−1 +

i−2∑

j=1

ai,j − ai−1,j

aj+1,j

(
gj+1 − gj −

j∑

α=1

ηj+1
α gα

)
= gi−1 + τai,i−1ki−1 +

i−1∑

j=1

ηijgj .

Из последнего равенства несложно вытекают формулы для вычисления ηij , но в силу гро-
моздкости этих формул приводить их здесь не будем. Полученное представление позволяет в
ходе расчётов хранить лишь значения gi и не хранить ki.

Аналогично получаем представление

yl+1 = yl + τ

s∑

j=1

bjkj = g1 +

s−1∑

j=1

bj
aj+1,j

(
gj+1 − gj −

j∑

α=1

ηj+1
α gα

)
+ τbsks.

Выберем ξ 
= 0 и обозначим gs+1 = gs + τξks. Тогда ks = (gs+1 − gs)/τξ и

yl+1 = yl + τ

s∑

j=1

bjkj =

s+1∑

j=1

σjgj ,

причём σs+1 = bs/ξ. Значения коэффициентов σj , j = 1, s могут быть получены явно. Утвер-
ждение доказано.
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2.2. Свойство TVD. Согласно теореме Годунова [17] монотонные разностные схемы вы-
сокого порядка для решения гиперболических систем уравнений вида ut = L(u), где L –
дифференциальный оператор, содержащий производные только по пространственным пере-
менным, не могут быть линейными. В случае нелинейных систем гиперболических уравнений
для введения понятия монотонной схемы часто используют TVD-свойство [1, с. 101]. В рабо-
те [10] понятие TVD-свойство рассматривается и для конструирования методов Рунге–Кутты,
применяемых для интегрирования по времени систем гиперболических уравнений. Свойство
TVD в этом случае определяется следующим образом.

Пусть разностный оператор Lh аппроксимирует оператор L на пространственной сет-
ке Ωh. Пусть Yl = {yil} – приближённое решение на временно́м слое l и решение Yl+1 на
следующем временно́м слое вычисляется с использованием метода (10), (11). Этот метод обла-
дает свойством TVD, если при всех l имеет место неравенство TV (Yl+1) � TV (Yl + τLh(Yl)),
где TV (Y ) =

∑
j |yj+1 − yj| – полная вариация сеточной функции Y = {yi} и суммирование

выполняется по всей сетке Ωh.
В работе [10] показано, что справедливо
Утверждение 2. Метод Рунге–Кутты обладает свойством TVD, если для коэффициен-

тов его представления (12), (13) выполняются неравенства

ai,i−1 > 0, i = 2, s, δj,i−1 + ηij � 0, i = 2, s, j = 1, i − 1,

где δi,j – символ Кронекера, и существует хотя бы одно такое значение ξ, при котором все
σj неотрицательны, j = 1, s + 1.

2.3. Примеры методов. Cреди методов, наиболее часто использующихся при реализа-
ции разрывного метода Галёркина, можно выделить следующие два [10]. Оба не обладают
свойством МД, но обладают свойством TVD.
Метод 1. Двухстадийный метод второго порядка:

k1 = f(yn), k2 = f(yn + τk1), yn+1 = yn +
τ

2
k1 +

τ

2
k2.

В интерполяционном представлении при выборе ξ = 1 этот метод принимает вид

g1 = yl, g2 = g1 + τf(g1), (14)

g3 = g2 + τf(g2), yl+1 =
1

2
g1 +

1

2
g3. (15)

Его функцией устойчивости является R(μ) = 1+μ+μ2/2, а область устойчивости изображена
на рис. 3, a.

В дальнейшем метод (14), (15) будем называть RK2TVD.

(а) (б)

Рис. 3. Области устойчивости методов RK2TVD ((a), сплошная линия), RK3TVD ((б),
сплошная линия) и RK2MD-TVD (штриховая линия).
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Метод 2. Трёхстадийный метод третьего порядка (используется способ записи [10]):

y∗ = yl + τf(yl),

y∗∗ =
3

4
yl +

1

4
y∗ +

1

4
τf(y∗),

yl+1 =
1

3
yl +

2

3
y∗∗ +

2

3
τf(y∗∗).

В интерполяционном представлении при выборе ξ = 1 этот метод принимает вид

g1 = yl, g2 = g1 + τf(g1), (16)

g3 = g2 +
τ

4
f(g2) +

3

4
g1 −

3

4
g2, (17)

g4 = g3 + τf(g3), yl+1 =
1

3
g1 +

2

3
g4. (18)

Его функцией устойчивости является R(μ) = 1 + μ + μ2/2 + μ3/6, а область устойчивости
изображена на рис. 3, б.

В дальнейшем метод (16)–(18) будем называть RK3TVD.
Теперь построим примеры трёхстадийных методов Рунге–Кутты второго порядка, удовле-

творяющих условию МД. Для таких методов их функцией устойчивости является

R(μ) = 1 + μ+
μ2

2
+

μ3

12
.

Тогда условия второго порядка [16, гл. II, § 1] дают следующие уравнения относительно коэф-
фициентов метода (10), (11):

b1 + b2 + b3 = 1, a2,1b2 + a3,1b3 + a3,2b3 =
1

2
, a2,1a3,2b3 =

1

12
. (19)

Из доказательства утверждения 1 видно, что удобно выбрать ai,j = ai−1,j , i = 3, s, j =
= 1, i− 1, поскольку тогда второе равенство (12) сводится к уравнению gi = gi−1+τai,i−1ki−1,
i = 3, s. В данном случае выберем a3,1 = a2,1 = q и обозначим a3,2 = r. Дополнительно
положим q = r. Тогда система (19) примет вид

b1 + b2 + b3 = 1, q(b2 + 2b3) =
1

2
, q2b3 =

1

12
.

Варьируя параметр q, можно получать разные варианты методов.
Метод 3. Справедливо следующее
Утверждение 3. Метод Рунге–Кутты вида

g1 = yl, k1 = f(g1),

g2 = yl +
τ

2
k1, k2 = f(g2),

g3 = yl +
τ

2
k1 +

τ

2
k2, k3 = f(g3),

yl+1 = yl +
τ

3
(k1 + k2 + k3)

имеет второй порядок и удовлетворяет условиям МД и TVD.
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Доказательство. Действительно, условия порядка (19), включающие требования условия
МД, выполнены. В интерполяционной форме записи будем иметь

g1 = yl, g2 = g1 +
τ

2
f(g1), g3 = g2 +

τ

2
f(g2),

g4 = g3 + τξf(g3), yl+1 =
1

3
g1 +

2− 1/ξ

3
g3 +

1

3ξ
g4 (20)

и, выбрав ξ = 1/2, получим

g4 = g3 +
τ

2
f(g3), yl+1 =

1

3
g1 +

2

3
g4. (21)

В дальнейшем метод (20), (21) будем называть RK2MD-TVD.
Метод 4. Справедливо следующее
Утверждение 4. Метод Рунге–Кутты вида

g1 = yl, k1 = f(g1),

g2 = yl +
τ

3
k1, k2 = f(g2),

g3 = yl +
τ

3
k1 +

τ

3
k2, k3 = f(g3),

yl+1 = yl +
τ

4
k1 +

3τ

4
k3

имеет второй порядок и удовлетворяет условию МД, но не TVD.
Доказательство. Действительно, условия порядка (19), включающие требования условия

МД, выполнены. В интерполяционной форме записи получим

g1 = yl, g2 = g1 +
τ

3
f(g1), g3 = g2 +

τ

3
f(g2),

g4 = g3 + τξf(g3), yl+1 =
1

4
g1 +

3

4
g2 +

3

4ξ
(g4 − g3). (22)

Очевидно, что никаким выбором значения ξ невозможно удовлетворить условию TVD. Вы-
бирая, например, для симметрии записи ξ = 1/3, получаем

g4 = g3 +
τ

3
f(g3), yl+1 =

1

4
g1 +

3

4
g2 −

9

4
g3 +

9

4
g4. (23)

В дальнейшем метод (22), (23) будем называть RK2MD.
3. Численные примеры. Рассмотрим результаты применения описанных методов для

практических вычислений. Интерес представляет максимально достижимый для каждого ме-
тода шаг по времени при фиксированной пространственной сетке. Поскольку использовались
аппроксимации пространственных операторов не выше второго порядка, то преимущество ме-
тода RK3TVD в порядке точности не принималось в расчёт.

Для сравнения методов между собой в описанных ниже тестовых примерах для разных
методов вычислялись максимально достижимые временны́е шаги τm и в одномерном слу-
чае соответствующие им отношения Cm = τm/h, где h – шаг пространственной сетки. За
референсные значения принимались максимально достижимые шаги для метода RK2TVD,
поскольку он имеет наименьшую область устойчивости.

В таблицах ниже использованы следующие обозначения:

T3-1 = τm(RK2MD-TVD)/τm(RK2TVD), T3-2 = τm(RK2MD-TVD)/τm(RK3TVD),
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T4-1 = τm(RK2MD)/τm(RK2TVD), T4-2 = τm(RK2MD)/τm(RK3TVD),

T2-1 = τm(RK3TVD)/τm(RK2TVD).

Поскольку метод RK2TVD в отличие от остальных является двухстадийным, наравне с ко-
эффициентами T2-1, T3-1 и T4-1 имеет смысл рассматривать величины EJ-1 = 2TJ-1/3, J =
= 2, 3, 4, характеризующие сравнительную вычислительную сложность методов, связанную с
количеством вычислений значений оператора Lh за один временно́й шаг.
3.1. Линейное одномерное уравнение переноса. Рассмотрена начальная задача для

уравнения (7) при c = 1 на пространственном отрезке [0, 2] и временно́м интервале (0, 1).
Использована пространственная сетка, состоящая из 200 ячеек, оператор L ≡ −cux аппрок-
симировался с использованием левой конечно-разностной производной первого порядка и с
использованием потока второго порядка с лимитером minmod [1, с. 92]. Начальные условия
выбирались следующими:

u(x, 0) =

{
3x− 1, если 1/3 < x < 2/3,

0 в противном случае.

Результаты исследования максимальных шагов приведены в табл. 1. Отношения макси-
мальных шагов для разных методов в случае использования левой разностной производной
соответствуют тому, как относятся друг к другу радиусы вписанных кругов соответствующих
областей устойчивости (ср. рис. 1 и 3).

Таблица 1. Соотношения максимальных шагов при решении линейного одномерного уравнения пе-
реноса

Аппроксимация Параметры методов
оператора RK2TVD RK3TVD RK2MD-TVD RK2MD

Lh Cm Cm T2-1 E2-1 Cm T3-1 E3-1 T3-2 Cm T4-1 E4-1 T4-2

Левая разность 1.0 1.245 1.26 0.84 2.0 2.0 1.33 1.6 2.0 2.0 1.33 1.6
minmod 0.95 1.15 1.21 0.81 1.7 1.79 1.19 1.48 1.45 1.525 1.02 1.26

В случае же нелинейной аппроксимации повышенной точности с использованием лимитера
minmod наблюдаются как отличия от указанных соотношений для областей устойчивости, так
и различия между результатами методов RK2MD-TVD и RK2MD. Оба они удовлетворяют
свойству МД и имеют одну и ту же область устойчивости. Тем не менее отсутствие TVD-
свойства у второго метода негативно сказывается на максимальной длине временно́го шага, что
косвенно свидетельствует об изменении характера расположения собственных чисел линейной
части пространственного оператора.

Как видно из таблицы, метод RK3TVD выигрывает у метода RK2TVD по устойчивости,
но существенно проигрывает ему по вычислительной сложности. Этот разрыв оправдан в тех
случаях, когда более высокий порядок метода играет существенную роль.
3.2. Одномерная газовая динамика. Для тестирования рассмотренных методов Рунге–

Кутты использовался программный комплекс RKDG-1D [5], позволяющий решать одномерные
задачи динамики совершенного невязкого газа. Такие задачи описываются системой уравне-
ний [2, с. 31–33]

∂ρ

∂t
+ �∇ · ρ�v = 0, (24)

∂ρ�v

∂t
+ �∇ · (ρ�v�v + pÎ) = 0,

∂e

∂t
+ �∇ · (�v(e+ p)) = 0, (25)
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где ρ – плотность, �v = (u, v, w)т – скорость, p – давление, e – полная энергия единицы объёма,
Î – единичный тензор. Дополняет систему уравнение состояния

p = ρε(γ − 1),

где ε – удельная внутренняя энергия, γ – показатель адиабаты.
В одномерном случае система (24), (25) сводится к системе

∂U

∂t
+

∂F (U)

∂x
= 0, (26)

где вектор U консервативных переменных и вектор F (U) потоков следующие:

U = (ρ, ρu, ρv, ρw, e)т , F (U) = (ρu, p + ρu2, ρuv, ρuw, e)т.

Программный комплекс, описанный в работе [5], основан на разрывном методе Галёрки-
на. Он имеет модульную структуру и обладает широкими возможностями добавления новых
методов и алгоритмов, включая методы интегрирования систем обыкновенных дифференци-
альных уравнений. Для решения тестовой задачи использована линейная аппроксимация при-
ближённого решения на ячейках разностной сетки, численный поток HLLC, индикатор Harten,
лимитеры WENO_S [18] и HWENO_SC [19].

В качестве тестовой задачи использован вариант задачи Римана о распаде разрыва – за-
дача Сода [1, с. 227]. Она успешно применяется для тестирования численных схем, поскольку
содержит в своем решении три типа разрывов – ударную волну, волну разрежения и контакт-
ный разрыв. Задача решалась на отрезке [0, 1] с начальным положением разрыва в точке
x∗ = 0.5 до момента времени T = 0.2 с начальными условиями

(ρ, u, v, w, p) =

{
(1, 0, 0, 0, 1), если x � 0.5;

(0.125, 0, 0, 0, 0.1), если x > 0.5.

Результаты исследования максимальных шагов приведены в табл. 2. Как видим, тенденции,
характерные для нелинейной аппроксимации пространственного оператора, подтверждаются.
Метод RK2MD-TVD в реальном расчёте оказывается более устойчивым, чем RK2MD за счёт
меньших искажений спектра пространственного оператора при выполнении свойства TVD.
При этом на спектр оказывает влияние и используемый лимитер. При схожих параметрах T
и E для всех методов Рунге–Кутты лимитер HWENO_SC позволяет считать с шагом, более
чем в полтора раза большим, чем лимитер WENO_S. Однако существенно выше и вычисли-
тельная сложность этого лимитера, поскольку он предполагает переход от консервативных к
характеристическим переменным задачи.

Таблица 2. Соотношения максимальных шагов при решении одномерной задачи газовой динамики
разрывным методом Галёркина

Параметры методов
Лимитер RK2TVD RK3TVD RK2MD-TVD RK2MD

Cm Cm T2-1 E2-1 Cm T3-1 E3-1 T3-2 Cm T4-1 E4-1 T4-2

WENO_S 0.195 0.225 1.15 0.77 0.34 1.74 1.16 1.51 0.32 1.64 1.09 1.42
HWENO_SC 0.31 0.36 1.16 0.77 0.55 1.77 1.18 1.53 0.5 1.61 1.075 1.39

3.3. Двумерная газовая динамика. Для системы уравнений (24), (25) рассмотрена
также пространственно двумерная постановка задачи. С использованием разрывного мето-
да Галёркина разработан параллельный программный комплекс для решения задач газовой
динамики на смешанных неструктурированных сетках [20]. Как и в одномерном случае, про-
граммный комплекс благодаря своей модульной структуре позволяет использовать различные
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комбинации численных потоков, индикаторов и лимитеров. При решении тестовых задач ис-
пользовались два лимитера – BJVertex [21] и WENO_SC [18, 19], а также два численных
потока – Local Lax–Friedrichs и HLL [1, с. 75].

В качестве тестовой выбрана задача о набегании вертикальной ударной волны с числом
Маха Ms = 10 на клин, расположенный по отношению к горизонтали под углом ϕ = 30◦.
В результате соударения волны и клина формируется сложная ударно-волновая структура,
называемая двойным маховским отражением. Параметры набегающего потока ρ = 8, u =
= 8.25, p = 116.518, начальные условия ρ = 1.4, u = v = w = 0, p = 1, показатель адиабаты
γ = 1.4.

Рис. 4. Линии уровня плотности в задаче о двой-
ном маховском отражении.

В расчётах использованы неструктурирован-
ные треугольные сетки из 36 тыс. и 74 тыс. яче-
ек. Средние длины сторон в указанных сетках
равны примерно 0.01 и 0.005 соответственно.
Расчёты проводились до момента времени t∗ =
= 0.1 с постоянным в течение расчёта шагом по
времени.

Характерный вид решения изображён на
рис. 4. При постепенном увеличении шага по
времени численное решение искажается в силу
проявлений немонотонности схемы.

Прежде всего искажения возникают в тре-
угольнике между контактным разрывом и удар-
ной волной. Затем паразитные осцилляции по-
являются в области постоянства решения. На-

конец, в численном решении возникают нефизичные волны, расчёт становится неустойчивым
и аварийно останавливается до достижения t∗. При анализе результатов расчётов делалось
различие между шагом, при котором проявляются существенные искажения решения, и ша-
гом, при котором расчёт преждевременно прерывается.

Результаты исследования максимальных шагов для грубой и подробной сеток приведены
в табл. 3 и 4 соответственно. Исследованы три сочетания численных потоков и лимитеров:
поток Lax–Friedrichs и лимитер BJVertex; поток Lax–Friedrichs и лимитер WENO_SC; поток
HLL и лимитер BJVertex.

Таблица 3. Соотношения максимальных шагов при решении задачи двойного маховского отражения раз-
рывным методом Галёркина, сетка из 36 тыс. ячеек

Параметры методов
Метод RK2TVD RK3TVD RK2MD-TVD RK2MD

τm · 104 τm · 104 T2-1 E2-1 τm · 104 T3-1 E3-1 T3-2 τm · 104 T4-1 E4-1 T4-2

Появление видимых искажений решения
BJVertex+LF 0.77 1.00 1.30 0.87 1.60 2.08 1.39 1.60 1.60 2.08 1.39 1.60
WENO_SC+LF 0.79 1.00 1.27 0.84 1.80 2.28 1.52 1.80 1.60 2.03 1.35 1.60
BJVertex+HLL 1.00 1.30 1.30 0.87 1.70 1.70 1.13 1.31 1.70 1.70 1.13 1.31

Аварийный останов расчёта
BJVertex+LF 1.60 1.90 1.19 0.79 3.30 2.06 1.38 1.74 2.30 1.44 0.96 1.21
WENO_SC+LF 1.60 1.90 1.19 0.79 2.70 1.69 1.13 1.42 2.30 1.44 0.96 1.21
BJVertex+HLL 1.80 1.80 1.00 0.67 3.50 1.94 1.30 1.94 2.50 1.39 0.93 1.39

Во всех случаях метод RK2MD-TVD даёт возможность считать с бо́льшим шагом по вре-
мени, чем остальные методы. Его преимущество над методом RK2TVD по количеству вы-
числений оператора Lh в подавляющем большинстве расчётов составляет не менее 13%, а
часто – около 30%. Вычислительное преимущество этого метода над RK3TVD составляет не
менее 25%. При этом не обладающий TVD-свойством метод RK2MD хотя и близок к методу
RK2MD-TVD по характерным шагам возникновения немонотонности решения, но существен-
но уступает ему в общей устойчивости, иногда по вычислительным затратам проигрывая и
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RK2TVD. Это означает, что данный метод оказывается менее устойчив к возникающим арте-
фактам численного решения, вызванным немонотонностью.

Таблица 4. Соотношения максимальных шагов при решении задачи двойного маховского отражения раз-
рывным методом Галёркина, сетка из 74 тыс. ячеек

Параметры методов
Метод RK2TVD RK3TVD RK2MD-TVD RK2MD

τm · 104 τm · 104 T2-1 E2-1 τm · 104 T3-1 E3-1 T3-2 τm · 104 T4-1 E4-1 T4-2

Появление видимых искажений решения
BJVertex+LF 0.51 0.60 1.18 0.78 1.00 1.96 1.31 1.67 1.00 1.96 1.31 1.67
WENO_SC+LF 0.44 0.58 1.32 0.88 1.00 2.27 1.52 1.72 1.00 2.27 1.52 1.72
BJVertex+HLL 0.65 0.80 1.23 0.82 1.00 1.54 1.03 1.25 1.10 1.69 1.13 1.38

Аварийный останов расчёта
BJVertex+LF 0.66 0.79 1.20 0.80 1.30 1.97 1.31 1.65 1.20 1.82 1.21 1.52
WENO_SC+LF 0.66 0.79 1.20 0.80 1.30 1.97 1.31 1.65 1.20 1.82 1.21 1.52
BJVertex+HLL 0.81 0.84 1.04 0.69 1.50 1.85 1.23 1.79 1.20 1.48 0.99 1.43

Оба метода, обладающие свойством МД, позволяют считать с существенно бо́льшим вре-
менны́м шагом, чем метод RK3TVD. Одновременно максимальный шаг, обеспечиваемый ме-
тодом RK2TVD, как правило, лишь немногим меньше, чем у RK3TVD. В то же время все три
указанных метода имеют лишь второй порядок точности, а RK3TVD – третий. Это важно как
при численном исследовании гладких решений, так и для получения высокого разрешения раз-
рывных решений при использовании, впрочем, соответствующей по порядку аппроксимации
оператора Lh.

Возможность увеличения шага по времени после фиксации искажений решения существен-
но зависит от используемых элементов разностной схемы, прежде всего, численных пото-
ков. Так, например, при использовании потока HLL минимальный шаг, при котором расчёт
неустойчив, мало отличается от длины шага, когда возникают видимые искажения. При этом,
в среднем, схема с потоком HLL оказалась более устойчивой, чем с потоком Lax–Friedrichs,
как относительно немонотонности решения, так и относительно аварийных остановов.

Отметим, что выбор лимитера без изменения численного потока больше влияет на проявле-
ния немонотонности решения, чем на устойчивость метода. В частности, расчёты с лимитером
BJVertex позволяют получать корректную картину решения при большем шаге, чем с лими-
тером WENO_SC.
Заключение. Изучены методы Рунге–Кутты, область устойчивости которых включает

круг максимального для заданных количества стадий и порядка диаметра. Такие методы вос-
требованы при аппроксимации гиперболических систем уравнений с использованием разрыв-
ного метода Галёркина. Получены условия, при которых такие методы удовлетворяют условию
TVD. Рассмотрены два метода рассматриваемого класса, их свойства исследованы на числен-
ных примерах. С помощью тестовых задач для линейного одномерного уравнения переноса и
для системы уравнений газовой динамики в одномерной и двумерной пространственных поста-
новках исследована способность полученных методов сохранять устойчивость и монотонность
численного решения при максимально возможных шагах по времени.

Исследование В.В. Лукина выполнено при финансовой поддержке Российского научного
фонда (проект 17-79-20445).
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