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Введение. Рассмотрим одномерное стохастическое дифференциальное уравнение

dYt = f(Yt) dB
H
t , t ∈ R+ ≡ [0,∞), (1)

где BH
t – одномерное дробное броуновское движение с индексом Хёрста H ∈ (0, 1), функция

f : R → R является детерминированной и имеет непрерывные и ограниченные производные
любого порядка m ∈ {0, . . . , [1/H] + 1}. Дифференциальные уравнения (1), вообще говоря, не
могут быть исследованы в рамках как классической теории стохастических дифференциаль-
ных уравнений Ито [1], так и теорий Лайонса и Губинелли потраекторного интегрирования по
грубым траекториям [2, 3]. В статьях [4, 5] разработан функциональный вариант теории ин-
тегрирования по грубым траекториям с произвольным положительным показателем Гёльдера
и с его помощью доказаны теоремы существования, единственности и устойчивости решений
уравнений (1).

В настоящей работе получены аналоги уравнений Колмогорова для математических ожи-
даний и плотностей распределений решений одномерных стохастических дифференциальных
уравнений (1). Полученные результаты обобщают известные аналогичные результаты для од-
номерных стохастических дифференциальных уравнений Ито [6, гл. 4], а также для одно-
мерных стохастических дифференциальных уравнений, управляемых дробными броуновски-
ми движениями с показателями Хёрста H > 1/3 [7, 8].

Для определения решений уравнения (1) нам понадобится ряд определений и понятий,
введённых в статье [4].

Определение грубых траекторий. Зафиксируем какие-либо T > 0 и α ∈ (0, 1]. Пусть
V – конечномерное евклидово пространство. Через Cα([0, T ], V ) и Cα

2 ([0, T ], V ) обозначим
множества функций f : [0, T ] → V и g : [0, T ]2 → V соответственно, для которых величины

‖f‖α := sup
s,t∈[0,T ]

s �=t

|ft − fs|
|t− s|α и ‖g‖α,2 := sup

s,t∈[0,T ]
s �=t

|gs,t|
|t− s|α

конечны. Далее для функции двух переменных gs,t будем писать ‖g‖α вместо ‖g‖α,2. Для
функции одной переменной ft через fs,t будем обозначать приращение ft − fs.

Для k ∈ Z+ обозначим через Ck
b (R,R) нормированное пространство функций h : R → R,

норма в котором задаётся равенством

‖h‖Ck
b
:=

k∑

i=0

‖Dih‖∞,

где ‖Dih‖∞ = sup
x∈R

|Dih(x)|.
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Положим n = [1/α]. Обозначим через C α([0, T ], V ) множество α-непрерывных по Гёль-
деру грубых траекторий, т.е. множество элементов X = (1,X1, . . . ,Xn) таких, что Xi ∈
∈ Ciα

2 ([0, T ], V
⊗

i) для любого i = 1, n, и для всех s, u, t ∈ [0, T ] выполняется тождество
Чена Xs,t = Xs,u �Xu,t, в котором (Xs,u �Xu,t)

i =
∑i

j=0X
j
s,u
⊗

Xi−j
u,t . Отметим, что опера-

ция � задаёт умножение на тензорной алгебре T (n)(V ) =
n⊕

i=0
V

⊗
i, где V

⊗
0 = R. Таким

образом, элемент X : [0, T ]2 → T (n)(V ) однозначно определяется значениями X0,t, t ∈ [0, T ],
поскольку Xs,t = (X0,s)

−1 �X0,t. Далее будем писать Xt вместо X0,t.
Грубая траектория X = (1,X1, . . . ,Xn) называется геометрической, если

Sym(Xi
s,t) =

1

i!
(X1

s,t)
⊗

i для всех i = 1, n.

Множество геометрических грубых траекторий обозначим через C α
g ([0, T ], V ).

Будем говорить, что элемент X ∈ C α([0, T ], V ) является грубой траекторией над X ∈
∈ Cα([0, T ], V ), если X1

0,t = Xt для любых t ∈ [0, T ].

Определение слабо управляемых грубых траекторий. Пусть X ∈ Cα([0, T ], V ),
а X = (1,X1, . . . ,Xn) – грубая траектория над X. Пусть W – конечномерное евклидо-
во пространство. Будем говорить, что функция Yt ∈ Cα([0, T ],W ) слабо управляется гру-
бой траекторией X ∈ C α([0, T ], V ), если существуют функции Y (1) : [0, T ] → L(V,W ), . . .
. . . , Y (n−1) : [0, T ] → L(V

⊗
(n−1),W ) такие, что

Ys,t = Y (1)
s X1

s,t + . . . + Y (n−1)
s Xn−1

s,t +RY,n
s,t , Y

(1)
s,t = Y (2)

s X1
s,t + . . .+ Y (n−1)

s Xn−2
s,t +RY,n−1

s,t , . . .

. . . , Y
(n−2)
s,t = Y (n−1)

s X1
s,t +RY,2

s,t , Y
(n−1)
s,t = RY,1

s,t ;

а величина ‖RY,i‖iα, i = 1, n, конечна для каждого из остаточных членов RY,i. Функцию
Y (i) будем называть грубой производной порядка i от Y.

Введём банахово пространство

Dα
X([0, T ],W ) =

{
(Y, Y (1), . . . , Y (n−1)) : Y ∈ Cα([0, T ],W ),

n∑

i=1

‖RY,i‖iα < ∞
}
,

задав сначала в нём полунорму

‖(Y, Y (1), . . . , Y (n−1))‖Dα
X
:=

n∑

i=1

‖RY,i‖iα,

а затем определив норму элемента Y = (Y, Y (1), . . . , Y (n−1)) ∈ Dα
X([0, T ],W ) равенством

‖Y‖Dα
X
:=

n−1∑

i=0

|Y (i)
0 |+ ‖(Y, Y (1), . . . , Y (n−1))‖Dα

X
,

где Y
(0)
t = Yt.

Определение интеграла по грубым траекториям. Пусть V, W – некоторые конечно-
мерные евклидовы пространства, X = (1,X1, . . . ,Xn) ∈ C α([0, T ], V ), Y ∈ Cα([0, T ],L(V,W )),

(Y, Y (1), . . . , Y (n−1)) ∈ Dα
X([0, T ],L(V,W )). Зафиксируем некоторые s, t ∈ [0, T ], s < t, через

P обозначим произвольное конечное разбиение отрезка [s, t], а через |P| его диаметр.
Грубым потраекторным интегралом

∫ t
s Yr dXr назовём следующий предел интегральных

сумм (если этот предел существует, конечен и не зависит от способа разбиения отрезка [s, t]) :

t∫

s

Yr dXr := lim
|P|→0

∑

[u,v]∈P

n−1∑

i=0

Y (i)
u Xi+1

u,v .
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Определение грубых траекторий на полуоси. Пусть β ∈ (1/(n + 1), 1/n], X ∈
∈ Cβ(R+,R), т.е. при любом T > 0 сужение X|[0,T ] принадлежит пространству Cβ([0, T ],R).

Для каждого i ∈ {1, . . . , n} определим Xi
s,t = (Xs,t)

i/i!, s, t ∈ R+.

Элемент X = (1,X1, . . . ,Xn) : R
2
+ → T (n)(R) будем называть геометрической грубой

траекторией над X. Множество геометрических грубых траекторий X над X по всем X ∈
∈ Cβ(R+,R) обозначим через C β

g (R+,R). Если X ∈ C β
g (R+,R), то X|[0,T ]2 ∈ C β

g ([0, T ],R) для
любого T > 0.

Пусть α, β ∈ (1/(n + 1), 1/n], α < β. Будем говорить, что функция Y ∈ Cα(R+,R) слабо
управляется геометрической грубой траекторией X ∈ C β

g (R+,R), если существуют функции
Y (i) : R+ → R, i ∈ {1, . . . , n − 1}, такие, что величины ‖RY,i|[0,T ]2‖iα конечны при любом
T > 0 для каждого остаточного члена RY,i, i ∈ {1, . . . , n}, где

RY,i
s,t = Y

(n−i)
s,t −

i−1∑

j=1

Y (n−i+j)
s Xj

s,t.

Скажем, что вектор-функция Y = (Y, Y (1), . . . , Y (n−1)) принадлежит множеству Dα
X(R+,R),

если при любом T > 0 её сужение Y|[0,T ] принадлежит пространству Dα
X([0, T ],R).

Пусть Y ∈ Cα([0, T ],R), (Y, Y (1), Y (2), . . . , Y (n−1)) ∈ Dα
X([0, T ],R); g ∈ Cn

b (R,R). По ана-
логии с формулой Фаа-Ди-Бруно положим (см., например, [4])

(g(Y ))(k) =

k∑

j=1

Djf(Y )Bk,j(Y
(1), . . . , Y (k−j+1)), k = 1, n − 1, (3)

где Bk,j(x1, . . . , xk−j+1) – многочлены Белла [4].
Стохастические дифференциальные уравнения, управляемые грубыми траекто-

риями. Пусть на полном вероятностном пространстве (Ω,F , P ) с потоком σ-алгебр (Ft)t�0

задан Ft-согласованный случайный процесс Xt, t ∈ R+, такой, что почти все траектории
процесса Xt принадлежат пространству Cβ(R+,R), β ∈ (1/(n + 1), 1/n]. Определим про-
цесс X· = (1,X1

0,·, . . . ,X
n
0,·) как случайную величину, принимающую значения во множестве

C β
g (R+,R) п.н., где Xi

s,t = (Xs,t)
i/i!.

Рассмотрим стохастическое дифференциальное уравнение

dYt = f(Yt)dXt, t ∈ R+. (4)

Определение. Пусть ξ : Ω → R – F0-измеримая случайная величина. Решением урав-
нения (4) с начальным условием Y0 = ξ назовём F -измеримую случайную величину Y =

= (Y, Y (1), . . . , Y (n−1)) со значениями в Dα
X(R+,R) п.н., 1/(n + 1) < α < β, такую, что слу-

чайный процесс Yt является Ft-согласованным и п.н. для всех t ∈ R+ выполняется равенство

Yt = ξ +

t∫

0

f(Ys) dXs,

интеграл в котором является грубым потраекторным интегралом, а грубые производные от
f(Y ), участвующие в его определении, задаются формулами (3). Решение уравнения (4) с
начальным условием Y0 = ξ будем называть единственным, если для любых двух решений
Y и Ȳ уравнения (4) с начальным условием Y0 = ξ выполняется равенство P (Y = Ȳ) = 1.
В дальнейшем решением уравнения (4) будем также называть и процесс Yt.

Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение

dZt = f(Zt) dt, t ∈ R. (2)

Пусть St, t ∈ R, – поток, соответствующий уравнению (2), т.е. Zt = StZ0.
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Предложение [4, теорема 3]. Пусть α, β ∈ (1/(n+1), 1/n], α < β, X = (1,X1, . . . ,Xn) ∈
∈ C β

g (R+,R) п.н. Если f ∈ Cn+1
b (R,R), то для любой F0-измеримой случайной величины

ξ : Ω → R существует единственное решение Y = (Y, Y (1), . . . , Y (n−1)) уравнения (4) с
начальным условием Y0 = ξ и п.н. выполняются равенства

Yt = SX0,tξ, Y
(i)
t = Di−1

f f(Yt), i ∈ {1, . . . , n − 1}, t ∈ R+,

где (Dfh)(z) := f(z)Dh(z).

В дальнейшем полагаем, что Xt = BH
t , где BH

t – одномерное дробное броуновское дви-
жение с индексом Хёрста H ∈ (0, 1), а функция f принадлежит классу Cn+1

b (R,R), где
(n + 1)H > 1.

Теорема 1. Пусть Y x
t – решение уравнения (1) с начальным условием Y0 = x ∈ R, функ-

ция h : R → R вместе со своими частными производными до второго порядка включительно
непрерывна и имеет полиномиальный порядок роста. Тогда функция u(x, t) = E(h(Y x

t )) удо-
влетворяет уравнению

∂u(x, t)

∂t
= (Atu(t, · ))(x), t > 0, x ∈ R,

и начальному условию u(x, 0) = h(x), x ∈ R, где

(Atψ)(x) = Ht2H−1f(x)(f(x)ψ′′(x) + f ′(x)ψ′(x)).

Доказательство. Определим функцию G : R2 → R следующим образом:

G(x, τ) = h(Sτx), x ∈ R, τ ∈ R.

Применяя формулу Ито [9] к процессу G(x,BH
t ), t ∈ R+, получаем соотношение

G(x,BH
t ) = G(x, 0) +

t∫

0

∂G(x,BH
s )

∂τ
� dBH

s +

t∫

0

Hs2H−1∂
2G(x,BH

s )

∂τ2
ds, (5)

стохастический интеграл в котором – это интеграл Вика–Ито–Скорохода [10, гл. 2].
Используя соотношение

∂Z(x, t)

∂t
= f(x)

∂Z(x, t)

∂x
,

где Z(x, t) – решение уравнения (2) с начальным условием Z0 = x, выразим частную произ-
водную ∂2G(x, τ)/∂τ2 через частные производные ∂2G(x, τ)/∂x2 и ∂G(x, τ)/∂x. Получаем

∂G(x, τ)

∂τ
= h′(Z(x, τ))

∂Z(x, τ)

∂τ
= h′(Z(x, τ))f(x)

∂Z(x, τ)

∂x
,

∂2G(x, τ)

∂τ2
= h′′(Z(x, τ))

(
f(x)

∂Z(x, τ)

∂x

)2

+ h′(Z(x, τ))f(x)
∂2Z(x, τ)

∂x∂τ
=

= h′′(Z(x, τ))

(
f(x)

∂Z(x, τ)

∂x

)2

+ h′(Z(x, τ))f(x)

(
f ′(x)

∂Z(x, τ)

∂x
+ f(x)

∂2Z(x, τ)

∂x2

)
, (6)

∂G(x, τ)

∂x
= h′(Z(x, τ))

∂Z(x, τ)

∂x
, (7)

∂2G(x, τ)

∂x2
= h′′(Z(x, τ))

(
∂Z(x, τ)

∂x

)2

+ h′(Z(x, τ))
∂2Z(x, τ)

∂x2
. (8)
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В силу равенств (6)–(8) находим, что

∂2G(x, τ)

∂τ2
= f2(x)

∂2G(x, τ)

∂x2
+ f(x)f ′(x)

∂G(x, τ)

∂x
. (9)

Согласно предложению имеем u(x, t) = EG(x,BH
t ). Тогда из соотношений (5), (9), теоремы

Фубини и правила Лейбница вытекает равенство

u(x, t) = ψ(x, 0) +

t∫

0

Hs2H−1(D2
fu( · , s))(x) ds,

из которого следует, что
∂u

∂t
= Ht2H−1D2

fu.

Теорема доказана.
Теорема 2. Пусть p(t, x, y) – плотность распределения решения Y x

t уравнения (1) с
начальным условием Y0 = x ∈ R. Тогда функция p(t, x, y) удовлетворяет равенству

∂p(t, x, y)

∂t
= (A∗

t p(t, x, · ))(y), t > 0, x, y ∈ R,

где A∗
t – оператор, сопряжённый к оператору At.

Доказательство. Существование и гладкость функции p(t, x, y) вытекают из пред-
ложения.

Возьмём произвольную функцию h(y) с компактным носителем, имеющую ограниченные
и непрерывные частные производные до второго порядка включительно. Обозначим через At

оператор, действующий по правилу

(Ath)(y) = Ht2H−1f(y)

(
f(y)h′′(y) + f ′(y)h′(y)

)
, t > 0, y ∈ R.

Пусть u(x, t) = Eh(Y x
t ), тогда

u(x, t) =

∫

R

h(y)p(t, x, y) dy.

Применяя теорему 1 и правило Лейбница, получаем равенство
∫

R

(
h(y)

∂p(t, x, y)

∂t
− p(t, x, y)(Ath)(y)

)
dy = 0,

из которого вытекает, что
∫

R

(
h(y)

∂p(t, x, y)

∂t
− h(y)(A∗

t p(t, x, · ))(y)
)
dy = 0. (10)

Теперь из соотношения (10) и плотности в пространстве L1(R,R) множества функций
с компактным носителем, имеющих непрерывные ограниченные производные всех порядков,
вытекает требуемое утверждение. Теорема доказана.

Замечание. Если H = 1/2, то результаты теорем 1 и 2 совпадают с уравнениями Колмо-
горова для математических ожиданий и плотностей распределений решений стохастических
дифференциальных уравнений Ито dYt = f(Yt) dWt, где Wt – стандартное броуновское дви-
жение.
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