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Для уравнения (−Δ)mU + a(x)U = 0, где Δ – оператор Лапласа, с измеримым локально
ограниченным коэффициентом a(x) приведены критерии осцилляции и неосцилляции в
неограниченной области, которая может быть определённым образом сужающейся или
расширяющейся на бесконечности.
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Введение. Работа посвящена исследованию осцилляционных свойств уравнения

LU = (−Δ)mU + a(x)U = 0, (1)

где a(x) – локально суммируемая функция в неограниченной области Ω ⊂ Rn, m ∈ N.
Осцилляционные свойства решений уравнения (1) в различных неограниченных областях

изучены многими авторами. Так, в статьях [1–5] предполагается, что m = 1 и область Ω при
бо́льших x содержится в конусе Cα = {x ∈ Rn : xn > |x| cosα}, 0 < α < π. В работах [6,
7] рассмотрены области других видов. Различные виды неограниченных областей изучены в
работе [8], в которой приведены оценки числа точек отрицательного спектра эллиптического
оператора произвольного порядка.

Уравнение (1) рассматривается в неограниченной области Ω, которая может быть опреде-
лённым образом сужающейся или расширяющейся на бесконечности.

Введём обозначения

Ωr0 = {x ∈ Ω : |x| > r0}, Ωr0,b = {x ∈ Ω : r0 < |x| < b}, Sr0
R = {x ∈ Rn : |x− r0| = R},

W̊m
2 (Ω) – замыкание множества бесконечно дифференцируемых финитных функций C∞

0 (Ω)
по норме пространства Соболева Wm

2 (Ω).
Определение. Уравнение (1) называется осцилляционным в области Ω ⊂ Rn, если для

любого r0 > 0 оно имеет нетривиальное обобщённое решение U ∈ W̊m
2 (G), где G ⊂ Ωr0 –

некоторая ограниченная область, и неосцилляционным – в противном случае.
Сначала найдём оператор Δm в сферических координатах. Для m = 1 имеем

Δ = Δr +
1

r2
δ,

здесь Δr =
∂

∂r
+

n− 1

r

∂

∂r
– радиальная часть оператора Лапласа, δ – оператор Бельтрами.

Сделаем замену t = ln r, тогда

Δ = e−2t(Δt + δ), Δt =
∂2

∂t2
+ (n− 2)

∂

∂t
.

Далее
Δm = e−2mt(Δt + δ)m = e−2mt(Δm

t + C1
mΔm−1

t δ + C2
mΔm−2

t δ2 +

+ C3
mΔm−3

t δ3 + . . . +Cm−1
m Δtδ

m−1 + δm), Ck
m =

m!

(m− k)!k!
. (2)
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Операторы −Δt и −δ положительны (неотрицательны). Поэтому и операторы (−Δt)
l,

(−δ)l положительны [9, c. 238–242; 10, c. 222–226]. Из равенства (2) следует, что Δm−k
t δk =

= δkΔm−k
t , так как (Δ + δ)m = (δ +Δ)m.

1. Неосцилляция. Известно [6, c. 6], что выполнение для всех U ∈ C∞
0 (Ω) неравенства

(LU,U) =

∫
Ω

[(−Δ)mU + a(x)U ]U dx > 0 (3)

является необходимым и достаточным условием неосцилляционности уравнения (1) в облас-
ти Ω.

В неравенстве (3) переходим к сферическим координатам и используем замену

U = V exp

(
2m− n

2
t

)
, t = ln r.

Тогда в силу равенства (2) будем иметь

(LU,U) =

∫
Φ

∞∫
t0

{
(−1)m

[
LmV +

m−1∑
i=1

Ci
m(δiLm−iV ) + δmV

]
V + a(t, ϕ)V 2 exp(2mt)

}
dt dϕ, (4)

где Φ – область изменения ϕ = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn−1), dϕ – элемент поверхности |ϕ| = 1, Lj –
обыкновенные линейные дифференциальные операторы порядка 2j, характеристические по-
линомы которых имеют следующие корни:

1) при j = m

q
(1)
k =

4(k + 1)− n− 2m

2
, q

(2)
k =

n− 2m+ 4k

2
, k = 0,m− 1,

или (так как q
(1)
k = −q

(2)
m−1−k)

q
(1,2)
k = ±n− 2m+ 4k

2
, k = 0,m− 1;

2) при j = m− i

q
(1)
k =

4(k + 1)− n− 2m

2
, q

(2)
k =

n− 2m+ 4k

2
, k = 0,m− i− 1; (5)

3) при j < m/2

q
(1)
k =

4(k + 1)− n− 2m

2
, q

(2)
k =

n− 2m+ 4k

2
, k = 0,m/2 − 2.

В формуле (4) выражения (−1)m(δiLm−i)V можно записать в виде

(−1)m(δiLm−i)V = (−1)iδi(−1)m−iL′
m−iV + (−1)iBm−iδ

iV, i = 1,m− 1. (6)

Числа Bm−i определяются из формул (5).
Уравнения

Lm−iV = 0, i = 1,m− 1,

являются неосцилляционными в области Ω. Нетрудно проверить, что и уравнения

L′
m−iV = 0, i = 1,m− 1,
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также будут неосцилляционными в области Ω. Поэтому справедливо неравенство

∫
Φ

∞∫
t0

(−1)m
m−1∑
i=1

[Ci
mδiL′

m−iV ]V dt dϕ > 0 (7)

для любой функции V ∈ C∞
0 (Ω).

Рассмотрим многочлен

m∑
i=0

β2iλ
2i =

[
λ2 +

(
n− 2m

2

)2][
λ2 +

(
n− 2m+ 4

2

)2]
· · ·

· · ·
[
λ2 +

(
n+ 2m− 8

2

)2][
λ2 +

(
n+ 2m− 4

2

)2]
. (8)

Теорема 1. Пусть область Ω такова, что S0
R

⋂
Ω при достаточно большом R состоит

из совокупности областей Di таких, что если D∗
i есть образ Di на S0

1 при отображении
x′ = x/|x|, то собственные значения оператора

m−1∑
l=1

(−1)lC l
mBm−lδ

l + (−1)mδm

с нулевыми граничными условиями Дирихле на ∂D∗
i для любого i не меньше NRγ , N =

= const > 0, γ = const. Если

a(x) � −β0|x|−2m − 1

4
β2(|x|m ln |x|)−2 −N |x|γ−2m,

где β0 и β2 определяются из (8), то уравнение (1) является неосцилляционным в облас-
ти Ω.

Доказательство. В силу условия (7) из равенства (4) следует, что

(LU,U) �
∫
Φ

∞∫
t0

{[
(−1)m(LmV, V ) +

m−1∑
l=1

((−1)lC l
nBlδ

lV + (−1)mδmV )V

]
+

+ a(t, ϕ) exp(2mt)V 2

}
dt dϕ. (9)

Из условий теоремы и неравенства (9) будем иметь

(LU,U) �
∫
Φ

∞∫
t0

[ m∑
i=0

β2i

(
diV

dti

)2
+N |x|γV 2 − β0V

2 − β2
4

V 2

t2
−N |x|γV 2

]
dt dϕ =

=

∫
Φ

∞∫
t0

[ m∑
i=2

β2i

(
diV

dti

)2
+ β0V

2 + β2

(
dV

dt

)2
− β0V

2 − β2
4

V 2

t2

]
dt dϕ �

�
∫
Φ

∞∫
t0

[
β2i

m∑
i=2

(
diV

dti

)2
+ β2

((
dV

dt

)2
− V 2

4t2

)]
dt dϕ > 0,
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так как известно (см. [6, c. 19]), что

∞∫
t0

(
dV

dt

)2
dt � 1

4

∞∫
t0

V 2

t2
dt.

Следовательно, уравнение (1) – неосцилляционное в области Ω.
Заметим, что при чётном n и таком, что n � 2m, возможен случай β0 = 0.

2. Осцилляция. Пусть Ω = Tω – нормальный телесный угол с раствором ω � π [6, c. 5].
Точность условий теоремы 1 показывает следующая

Теорема 2. Пусть λ0 – наименьшее собственное значение задачи

m−1∑
i=1

(−1)iCi
mBm−lδ

iz + (−1)mδmz = λz, (10)

Dαz|∂Tω = 0, |α| = 0,m− 1. (11)

Если для некоторого ε > 0 при достаточно большом r0 выполняется равенство

a(x) � −(β0 + λ0 + ε)|x|−2m, |x| > r0,

то уравнение (1) является осцилляционным в области Tω.
Доказательство. Воспользуемся равенством (4) с учётом равенства (6), в котором по-

ложим V = z(t)w(ϕ), где w(ϕ) – собственная функция задачи (10), (11), соответствующая
наименьшему собственному значению λ0. После интегрирования получим

(LU,U) =

∫
Φ

∞∫
t0

[
W 2

m∑
i=0

β2i

(
diz

dti

)2
+

m−1∑
i=1

A
(1)
i

(
diz

dti

)2
(∇1W )2 +

+

m−2∑
i=1

A
(2)
i

(
diz

dti

)2
(∇2W )2 + . . .+A

(m−1)
1

(
dz

dt

)2
(∇m−1W )2 +

+ z2
m−1∑
i=1

Ci
mβm−i(∇iW )2 + z2(∇mW )2 + a(t, ϕ) exp(2mt)z2W 2

]
dt dϕ,

здесь ∇i – градиент порядка i (i = 1,m).
В силу условий теоремы имеем

(LU,U) �
∫
Φ

∞∫
t0

[
W 2

m∑
i=1

β2i
diz

dti
+

m−1∑
i=1

A
(1)
i

(
diz

dti

)2
(∇m−1W )2 +

m−2∑
i=1

A
(2)
i

(
diz

dti

)2
(∇2W )2 + . . .

. . .+Am−1
1

(
dz

dt

)2
(∇m−1W )2 + β0z

2W 2 + λ0z
2W 2 − β0z

2W 2 − λ0z
2W 2 − εz2W 2

]
dt dϕ =

=

∫
Φ

∞∫
t0

[
W 2

m∑
i=1

β2i
diz

dti
+

m−1∑
i=1

A
(1)
i

(
diz

dti

)2
(∇m−1W )2 +

+

m−2∑
i=1

A
(2)
i

(
diz

dti

)2
(∇2W )2 + . . .+A

(m−1)
1

(
dz

dt

)2
(∇m−1W )2 − εz2W 2

]
dt dϕ.
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Функцию z(t) определим следующим образом:

z(t) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0 при t � t1,

1 при t1 + δ � t < t2,

0 при t � t2 + δ,

где δ = const > 0. В результате получим

(LU,U) �
∫
Φ

∫
Mδ

{[ m∑
i=0

β2i

(
diz

dti

)2
w2 +

m−1∑
i=1

A
(1)
i

(
diz

dti

)2
(∇1w)

2 +

+

m−2∑
i=1

A
(2)
i

(
diz

dti

)2
(∇2w)

2 + . . .+A
(m−1)
1

(
dz

dt

)2
(∇m−1w)

2

]}
dt dϕ− ε(t∗2 − t∗1)A,

где t1 < t∗1 < t1 + δ, t2 < t∗2 < t2 + δ, A =
∫
Φw2 dϕ, Mδ = (t1, t1 + δ)

⋃
(t2, t2 + δ).

Теперь положим zε1(t) = z(ε1t), тогда из последнего неравенства будем иметь

(LU,U) �
∫
Ωδ

[ m∑
i=1

ε2i1 β2i

(
dizε1
dti

)2
w2 +

m−1∑
i=1

A
(1)
i ε2i1

(
dizε1
dti

)2
(∇1w)

2 +

+

m−2∑
i=1

A
(1)
i ε2i1

(
dizε1
dti

)2
(∇2w)

2 + . . .+A
(m−1)
1 ε21

(
dzε1
dt

)2
(∇m−1w)

2

]
dt dϕ− ε(t∗2 − t∗1)A,

где
Ωδ = {(t, ϕ) ∈ Tw : t1 � t � t1 + δ, t2 � t � t2 + δ, ϕ ∈ Φ}.

Отсюда при ε1 → 0 получаем, что (LU,U) � 0, следовательно, согласно [6, c. 5, лемма 1.1],
уравнение (1) – осцилляционное в области Tw.

Заключение. Теоремы 1 и 2 обобщают соответствующие результаты работ [6, 7], в которых
рассмотрены случаи m = 1, 2.

Автор выражает глубокую благодарность рецензенту статьи за ценные замечания.
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