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В сепарабельном гильбертовом пространстве H исследуется асимптотическое поведение
собственных значений одной краевой задачи для дифференциально-операторного уравне-
ния второго порядка. Спектральный параметр задачи линейно входит в уравнение и в
одно из краевых условии как квадратный трёхчлен. Найдены асимптотические формулы
для собственных значений рассматриваемой задачи.
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Введение. Пусть H – сепарабельное гильбертово пространство. Через L2((0, 1);H) обо-
значим множество всех вектор-функций x → u(x) : (0, 1) → H, сильно измеримых и таких,
что

∫ 1
0 ‖u(x)‖2H dx < +∞. Как известно, L2((0, 1);H) является гильбертовым пространством

со скалярным произведением

(u, v)L2((0,1);H) =

1∫

0

(u(x), v(x))H dx.

Пусть A – самосопряжённый положительно-определённый оператор в H (A =A∗ � γ2I,
I – единичный оператор в H) с областью определения D(A). Поскольку A−1 ограничен в
H, то H(A) := {u : u ∈ D(A), ‖u‖H(A) = ‖Au‖H} является гильбертовым пространством,
норма которого эквивалентна норме оператора A. Положим

W 2
2 ((0, 1);H(A),H) :=

:= {u : Au, u′′ ∈ L2((0, 1);H), ‖u‖2W 2
2 ((0,1);H(A),H) = ‖Au‖2L2((0,1);H) + ‖u′′‖2L2((0,1);H)}.

Множество W 2
2 ((0, 1);H(A),H) является гильбертовым пространством [1, c. 23].

В настоящей работе в сепарабельном гильбертовом пространстве H исследуется асимпто-
тическое поведение собственных значений следующей краевой задачи для дифференциально-
операторного уравнения второго порядка:

−u′′(x) +Au(x) = λu(x), x ∈ (0, 1), (1)

u′(0) + (α0 + α1λ+ α2λ
2)u(0) = 0, u(1) = 0, (2)

где λ – спектральный параметр; A – линейный неограниченный самосопряжённый положи-
тельно-определённый оператор в H, и обратный оператор A−1 вполне непрерывен в H; αi,
i = 0, 1, 2, – некоторые вещественные числа, причём α0 < 0, α2 > 0, α1 �= 0. При этих
предположениях доказывается, что собственные значения краевой задачи (1), (2) являются
вещественными. Далее доказано, что краевая задача (1), (2) имеет три серии собственных
значений, две из которых ведут себя асимптотически как вещественные числа, являющиеся
нулями квадратного трёхчлена α0 +α1λ+α2λ

2, другая серия асимптотически ведет себя как
μk + n2π2, где μk → +∞ – собственные значения оператора A.
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Определение. Собственными значениями краевой задачи (1), (2) назовём те значения
λ, при которых задача (1), (2) имеет нетривиальное решение, принадлежащее пространству
W 2

2 ((0; 1);H(A),H).
Ранее спектральная задача с неклассической асимптотикой для уравнения Лапласа в квад-

рате была изучена в статье [2]. Точнее, рассмотрена задача, содержащая в одном из краевых
условий дифференциальный оператор и имеющая последовательность собственных значений,
сходящихся к нулю.

В работе [3] рассмотрена спектральная задача для уравнения Лапласа в квадрате, в ко-
торой спектр не является дискретным. Далее, в статье [4] в ограниченной области Ω ∈ Rn с
достаточно гладкой границей Γ для уравнения Лапласа исследована следующая спектральная
задача:

−Δu = λu в Ω, (3)

−u = λ
∂u

∂v
на Γ, (4)

где λ – спектральный параметр, v – внутренняя нормаль к границе Γ. Доказано, что спектр
краевой задачи (3), (4) дискретен и состоит из двух серий собственных значений, сходящихся
соответственно к нулю и к +∞.

Известно, что многие спектральные краевые задачи для эллиптических дифференциаль-
ных уравнений в частных производных, заданные в негладких областях (в прямоугольнике),
сводятся к спектральным краевым задачам для эллиптических дифференциально-оператор-
ных уравнений в некотором гильбертовом пространстве.

Отметим, что некоторые спектральные вопросы краевых задач для эллиптического диф-
ференциально-операторного уравнения второго порядка в случае, когда один и тот же спек-
тральный параметр входит в уравнение и в граничные условия, изучались в работах [5–9]
и др.

После спектрального разложения по собственным элементам оператора, фигурирующим в
уравнении, которые образуют полный ортонормированный базис, поставленная для эллипти-
ческих дифференциально-операторных уравнений спектральная задача сводится к спектраль-
ной краевой задаче для обыкновенных дифференциальных уравнений.

Спектральные вопросы краевых задач для обыкновенного дифференциального уравнения
второго порядка с одним и тем же спектральным параметром в уравнении и в краевых усло-
виях исследованы в различных аспектах. Так, например, в [10–12] изучены спектральные во-
просы для обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка, в котором один
и тот же спектральный параметр присутствует в уравнении линейно, а в одном из краевых
условий – квадратично. В работе [13] исследуется асимптотическое поведение собственных
значений краевых задач для обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка
в случае, когда один и тот же спектральный параметр λ входит в уравнение линейно, а в
одном из краевых условий представляет собой квадратный трёхчлен относительно λ.

1. Свойства собственных значений.
Лемма 1. Пусть выполнены следующие условия:
1) A – линейный неограниченный самосопряжённый положительно-определённый опера-

тор в сепарабельном гильбертовом пространстве H, обратный к которому вполне непреры-
вен;

2) αi, i = 0, 1, 2, – некоторые вещественные числа, причём α0 < 0, α2 > 0, α1 �= 0.
Тогда собственные значения краевой задачи (1), (2) вещественны.
Доказательство проводится аналогично доказательству леммы 1 из [14].
Лемма 2. Пусть выполнены условия леммы 1. Тогда корни

λ1,2 =
−α1 ∓

√
α2
1 − 4α2α0

2α2

квадратного трёхчлена α0 + α1λ + α2λ
2 не являются собственными значениями краевой

задачи (1), (2).
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Доказательство. Собственные элементы оператора A, соответствующие собственным
значениям μk, обозначим через ϕk, k ∈ N : Aϕk = μkϕk. Известно, что система {ϕk}∞1
образует полный ортонормированный базис в пространстве H.Тогда любой элемент u ∈ H
разлагается в ряд Фурье

u =

∞∑

k=1

(u, ϕk)Hϕk.

Известно (см., например, [15, с. 578]), что для любого элемента u ∈ D(A) имеет место
разложение

Au =
∞∑

k=1

μk(u, ϕk)Hϕk,

где ряд
∑∞

k=1 μ
2
k|(u, ϕk)|2 сходится. Пусть теперь {ϕk}∞1 – ортонормированный базис в прост-

ранстве H и u(x) ∈ L2((0, 1);H). Тогда почти всюду на интервале (0, 1) имеет место разло-
жение

u(x) =
∞∑

k=1

(u(x), ϕk)Hϕk,

где ряд сходится в H.
Если Au(x), u′′(x) ∈ L2((0, 1);H), то почти всюду на (0, 1) имеют место разложение в

сходящиеся в H ряды

Au(x) =

∞∑

k=1

μk(u(x), ϕk)Hϕk, u′′(x) =
∞∑

k=1

(u′′(x), ϕk)Hϕk.

Учитывая эти спектральные разложения в задаче (1), (2), для коэффициентов Фурье
uk(x) = (uk(x), ϕk)H получим следующую спектральную задачу для обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений второго порядка:

−u′′k(x) + μkuk(x) = λuk(x), x ∈ (0, 1), (5)

u′k(0) + (α0 + α1λ+ α2λ
2)uk(0) = 0, uk(1) = 0. (6)

Таким образом, изучение собственных значений краевой задачи (1), (2) сводится к изуче-
нию собственных значений краевой задачи (5), (6) для различных натуральных k. Спектр
краевой задачи (1), (2) состоит из тех λ, при которых задача (5), (6) имеет нетривиальное
решение uk(x, λ) хотя бы при одном k ∈ N. Число λ = μk не может быть собственным
значением задачи (5), (6), поскольку в таком случае эта задача имеет только тривиальное
решение.

Сначала покажем, что число λ1 не является собственным значением краевой задачи (5),
(6), т.е. что задача

−u′′k(x) + μkuk(x) = λ1uk(x), x ∈ (0, 1), (7)

u′k(0) + (α0 + α1λ1 + α2λ
2
1)uk(0) = 0, uk(1) = 0 (8)

при каждом k имеет только тривиальное решение.
Общее решение уравнения (7) имеет вид

uk(x, λ1) = c1e
−x

√
μk−λ1 + c2e

−(1−x)
√
μk−λ1 , (9)

где ci, i = 1, 2, – произвольные постоянные. Подставив (9) в условия (8), получим систему
относительно ci, i = 1, 2, определитель которой имеет вид

Dk(λ1) = −
√
μk − λ1(1 + e−2

√
μk−λ1).
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Очевидно, что Dk(λ1) �= 0 для любого k. Отсюда следует, что при каждом k функции
uk(x, λ1) тождественно равны нулю, т.е. λ = λ1 не является собственным значением задачи
(5), (6) и тем самым краевой задачи (1), (2).

Не нарушая общности, будем предполагать, что, начиная с некоторого k, выполняется
неравенство

μk >
−α1 +

√
α2
1 − 4α2α0

2α2
, (10)

так как μk → +∞ при k → +∞.
Аналогичным образом доказывается, что при выполнении условия (10) число λ = λ2 также

не является собственным значением краевой задачи (1), (2). Лемма 2 доказана.
2. Асимптотические формулы для собственных значений.
Теорема. Пусть выполнены следующие условия:
1) A – линейный неограниченный самосопряжённый положительно-определённый опера-

тор в сепарабельном гильбертовом пространстве H, обратный к которому вполне непреры-
вен;

2) αi, i = 0, 1, 2, – некоторые вещественные числа, причём α0 < 0, α2 > 0, α1 �= 0.
Тогда краевая задача (1), (2) имеет три серии собственных значений:

λ
(1)
k ∼ λ1 =

−α1 −
√

α2
1 − 4α2α0

2α2
, λ

(2)
k ∼ λ2 =

−α1 +
√

α2
1 − 4α2α0

2α2

при k → ∞ и λ
(3)
k,n = μk + γn (k, n ∈ N), где μk → +∞ – собственные значения оператора

A, а γn ∼ n2π2 при n → ∞.
Доказательство. Общее решение обыкновенного дифференциального уравнения (5) име-

ет вид
uk(x, λ) = c1e

−x
√
μk−λ + c2e

−(1−x)
√
μk−λ, (11)

где ci, i = 1, 2, – произвольные постоянные. Подставив (11) в (6), получим систему относи-
тельно ci, i = 1, 2, определитель Dk(λ) которой имеет вид

Dk(λ) = (α0 + α1λ+ α2λ
2 −

√
μk − λ)− (α0 + α1λ+ α2λ

2 +
√

μk − λ)e−2
√
μk−λ. (12)

Таким образом, собственные значения краевой задачи (5), (6) и тем самым краевой задачи
(1), (2) – корни уравнения Dk(λ) = 0 (относительно λ, λ �= μk) хотя бы при одном k.
Учитывая равенства (12), запишем Dk(λ) = 0 в виде

(α0 + α1λ+ α2λ
2) sh

√
μk − λ−

√
μk − λ ch

√
μk − λ = 0. (13)

Найдём те собственные значения λ, для которых λ < μk. Тогда из уравнения (13) имеем

α0 + α1λ+ α2λ
2 −

√
μk − λ cth

√
μk − λ = 0. (14)

Рассмотрим отдельно случаи λ ∈ (−∞, λ1), λ ∈ (λ1, λ2), λ ∈ (λ2,+∞). Очевидно, что если
λ ∈ (λ1, λ2), то уравнение (14) не имеет решения относительно λ ни при каких k. Дейст-
вительно, так как при λ ∈ (λ1, λ2) квадратный трёхчлен α0 + α1λ + α2λ

2 принимает отри-
цательное значение, а функция

√
μk − λ cth

√
μk − λ при всех k, удовлетворяющих условию

(10), положительна, то получаем, что

(α0 + α1λ+ α2λ
2)−

√
μk − λ cth

√
μk − λ < 0,

начиная, быть может, с некоторого k. Отсюда следует, что при выполнении условия (10)
задача (5), (6) в интервале (λ1, λ2) не имеет собственных значений.
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Пусть λ ∈ (−∞, λ1). Положим в уравнении (14)
√
μk − λ = y (

√
μk − λ1 < y < +∞).

Отсюда λ = μk − y2. Тогда получим следующее уравнение относительно y :

α2(μk − y2)2 + α1(μk − y2) + α0 − y cth y = 0, y ∈ (
√

μk − λ1,+∞). (15)

Собственные значения краевой задачи (5), (6) для λ ∈ (−∞, λ1) являются корнями урав-
нения (15). Пусть ε > 0 – достаточно малое число. Покажем, что существует k, при котором
уравнение (15) имеет решение yk ∈ (

√
μk − λ1,

√
μk − λ1 + ε].

Рассмотрим функции

ψk(y) = α2(μk − y2)2 + α1(μk − y2) + α0 − y cth y

на отрезке [
√
μk − λ1,

√
μk − λ1 + ε] :

ψk(
√

μk − λ1) = lim
y→

√
μk−λ1+0

ψk(y) = −
√

μk − λ1 cth
√

μk − λ1 < 0,

lim
k→+∞

ψk(
√

μk − λ1 + ε) = +∞.

Следовательно, начиная с некоторого k, выполняются неравенства ψk(
√
μk − λ1 + ε) > 0.

Далее следует применить теорему Коши (о нулях непрерывной функции) к функции ψk(y)
на отрезке [

√
μk − λ1,

√
μk − λ1 + ε], начиная с некоторого k. В силу произвольности ε > 0

имеет место эквивалентность yk ∼
√
μk − λ1 при k → +∞. Отсюда и из равенства

√
μk − λ =

= y для собственных значений краевой задачи (5), (6) при λ ∈ (−∞, λ1) получаем следующее
асимптотическое соотношение:

λ
(1)
k ∼ λ1 =

−α1 −
√

α2
1 − 4α2α0

2α2
при k → +∞.

Аналогичным образом исследуется уравнение (14) в случае, когда λ2 < λ < +∞, а точнее,
при λ2 < λ < μk. Положим в уравнении (14)

√
μk − λ = t, 0 < t <

√
μk − λ2. Отсюда

λ = μk − t2. Тогда уравнение (14) примет вид

α2(μk − t2)2 + α1(μk − t2) + α0 − t cth t = 0, t ∈ (0,
√

μk − λ2). (16)

Собственные значения краевой задачи (5), (6) для λ ∈ (λ2,+∞) являются корнями уравне-
ния (16). Рассмотрим функцию

fk(t) = α2(μk − t2)2 + α1(μk − t2) + α0 − t cth t, t ∈ (0,
√

μk − λ2),

и покажем, что производная

f ′
k(t) = −4α2t(μk − t2)− 2α1t−

sh (2t)− 2t

2 sh2t
< 0,

начиная с некоторого k. На самом деле, если α1 > 0, то очевидно неравенство

4α2t(μk − t2) + 2α1t+
sh (2t)− 2t

2 sh2t
> 0, (17)

так как μk − t2 > 0 и sh (2t) > 2t при t > 0, а если α1 < 0, то из 0 < t <
√
μk − λ2 следует,

что
μk − t2 > λ2 >

−α1

2α2
. (18)
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Из соотношений (18) получим неравенство (17). Значит, независимо от знака α1, начиная с
некоторого k, f ′

k(t) < 0. Следовательно, функция fk(t), начиная с некоторого k, удовлетво-
ряющего условию (10), монотонно убывает на промежутке (0,

√
μk − λ2), т.е.

fk(
√

μk − λ2) = lim
y→

√
μk−λ2−0

fk(t) = −
√

μk − λ2 cth
√

μk − λ2 < 0,

но для достаточно малых ε > 0

lim
k→+∞

fk(
√

μk − λ2 − ε) = +∞,

а значит, начиная с некоторого k, fk(
√
μk − λ2−ε) > 0. Таким образом, начиная с некоторого

k, функция fk(t) на отрезке [
√
μk − λ2 − ε,

√
μk − λ2] имеет точно один нуль, который обо-

значим через tk. В силу произвольности ε > 0 имеет место эквивалентность tk ∼
√
μk − λ2

при k → +∞. Отсюда и из равенства
√
μk − λ = t для собственных значений краевой зада-

чи (5), (6), удовлетворяющих условию λ2 < λ < +∞, получаем следующее асимптотическое
соотношение:

λ
(2)
k ∼ λ2 =

−α1 +
√

α2
1 − 4α2α0

2α2
при k → +∞.

Найдём теперь те собственные значения λ, для которых λ > μk.
Положим в уравнении (13)

√
λ− μk = z, 0 < z < ∞. Отсюда λ = z2 +μk. Тогда получим

следующее уравнение относительно z :

z cos z − (α0 + α1(μk + z2) + α2(μk + z2)2) sin z = 0, z ∈ (0,+∞). (19)

Пусть z �= nπ, n ∈ N. В этом случае уравнение (19) равносильно уравнению

z ctg z − (α0 + α1(μk + z2) + α2(μk + z2)2) = 0, z ∈ (0,+∞), z �= nπ, n ∈ N.

Рассмотрим функцию

ηk(z) = z ctg z − (α0 + α1(μk + z2) + α2(μk + z2)2), z ∈ (0,+∞), z �= nπ, n ∈ N.

В каждом интервале (nπ, (n + 1)π), n ∈ N, функция ηk(z) принимает значения от −∞ до
+∞, а её производная

η′k(z) =
sin(2z)− 2z

2 sin2 z
− (2α1z + 4α2z(μk + z2)) < 0

при каждом k, удовлетворяющем условию (10), для z ∈ (0,+∞), z �= nπ, n ∈ N. Отсюда
следует, что функция ηk(z) убывает на каждом интервале (nπ, (n + 1)π). Таким образом,
функция ηk(z), начиная с некоторого k, в каждом интервале (nπ, (n + 1)π), n ∈ N, имеет
только один нуль zn,k : nπ < zn,k < (n + 1)π, n ∈ N. Отсюда и из равенства

√
λ− μk = z,

где λ = z2 + μk, получим следующую асимптотическую формулу для собственных значений
краевой задачи (5), (6) и тем самым краевой задачи (1), (2):

λ
(3)
k,n = μk + γn,

где γn ∼ n2π2, n → ∞. Теорема доказана.
Замечание 1. При α0 = α1 = 0 задача (1), (2) изучена в работе [16], где показано, что в

этом случае задача имеет две серии собственных значений, одна из которых сходится к нулю, а
другая серия асимптотически ведет себя как μk+n2π2, где μk → +∞ – собственные значения
оператора A. Очевидно, что результат данной работы совпадает с результатом в [16] при
α0 = α1 = 0.
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Замечание 2. В статье [14] в сепарабельном гильбертовом пространстве H исследовано
асимптотическое поведение собственных значений следующей краевой задачи для дифферен-
циально-операторного уравнения второго порядка:

−u′′(x) +Au(x) = λ2u(x), x ∈ (0, 1), (20)

u′(0) + (α0 + α1λ+ α2λ
2)u(0) = 0, u(1) = 0. (21)

При выполнении условий сформулированной выше теоремы доказано, что краевая задача (20),
(21) имеет четыре серии собственных значений:

λ
(1)
k ∼ 1√

α2

4
√
μk, λ

(2)
k ∼ − 1√

α2

4
√
μk, λ

(3)
k,n =

√
μk + γn, λ

(4)
k,n = −

√
μk + δn

при n, k → +∞, где μk → +∞ – собственные значения оператора A, а γn ∼ n2π2 и δn ∼ n2π2

при n → +∞.
Замечание 3. Если в краевой задаче (1), (2) за гильбертово пространство H взять чис-

ловую прямую R = (−∞,+∞), за оператор A взять q(x) – интегрируемую функцию на
отрезке [0, 1], то получим следующую спектральную задачу для обыкновенного дифференци-
ального уравнения второго порядка:

−u
′′
(x) + q(x)u(x) = λu(x), x ∈ (0, 1), (22)

u′(0) + (α0 + α1λ+ α2λ
2)u(0) = 0, u(1) = 0, (23)

которая исследована в работе [13]. Из этой работы следует, что собственные значения краевой
задачи (22), (23) ведут себя асимптотически как

λn = n2π2 +

1∫

0

q(x) dx+ o(1/n).

Естественно, первая и вторая серии собственных значений, полученные для краевой задачи
(1), (2), отсутствуют.

Пример. Рассмотрим в квадрате [0, 1] × [0, 1] задачу на собственные значения

−∂2v(x, y)

∂x2
+

∂4v(x, y)

∂y4
+ ωv(x, y) = λv(x, y), (24)

∂v(0, y)

∂x
+ (α0 + α1λ+ α2λ

2)v(0, y) = 0, v(1, y) = 0, y ∈ [0, 1],

∂jv(x, 0)

∂yj
=

∂jv(x, 1)

∂yj
, j = 0, 3, x ∈ [0, 1], (25)

где ω – некоторое положительное число; αi, i = 0, 1, 2, – некоторые вещественные числа,
причём α0 < 0, α2 > 0, α1 �= 0.

В гильбертовом пространстве H := L2(0, 1) рассмотрим оператор A, определённый ра-
венствами

D(A) := W 4
2 ((0, 1), u

(j)(0) = u(j)(1), j = 0, 3), Au =
d4u

dy4
+ ωu. (26)

Запишем задачу (24), (25) в операторной форме:

−u′′(x) +Au(x) = λu(x), x ∈ (0, 1),

u′(0) + (α0 + α1λ+ α2λ
2)u(0) = 0, u(1) = 0,
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где u(x) := v(x, · ) – вектор-функция со значениями в L2(0, 1). Очевидно, что оператор A,
определённый равенствами (26), является самосопряжённым и при достаточно больших ω > 0
положительно-определённым оператором в L2(0, 1), а A−1 вполне непрерывен в L2(0, 1), так
как вложение D(A) ⊂ L2(0, 1) является компактным. Простые вычисления показывают, что
собственные значения оператора A имеют вид

μk(A) = 16π4k4 + ω, k = 0, 1, 2, . . .

Тогда в силу доказанной теоремы краевая задача (24), (25) имеет три серии собственных
значений:

λ
(1)
k ∼ λ1 =

−α1 −
√

α2
1 − 4α2α0

2α2
, λ

(2)
k ∼ λ2 =

−α1 +
√

α2
1 − 4α2α0

2α2
при k → +∞,

λ
(3)
k,n ∼ 16π4k4 + n2π2 при k → +∞, n → +∞.

Далее будем пользоваться следующей леммой.
Лемма 3 [17]. Пусть даны две числовые последовательности μk ∼ akα и vn ∼ bnβ, 0 <

< a, b, α, β < ∞, k, n ∈ N. Составим суммы μk + vn со всевозможными k и n. Полученные
числа перенумеруем по возрастанию и обозначим через λm.

Тогда последовательность λm имеет асимптотику λm ∼ dmδ, где

δ =
αβ

α+ β
, d =

(
α

2γ

)αβ/(α+β)

aβ/(α+β)bα/(α+β), γ =

π/2∫

0

sin−1+2/α t cos1+2/α t dt.

С помощью леммы 3 запишем асимптотическую формулу для собственных значений λ
(3)
k,n

относительно одного индекса вместо двух:

λm ∼ (4π2/γ)4/3m4/3, m → +∞,

где γ =
∫ π/2
0 sin−1/2 t cos3/2 t dt.
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