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Рассматривается первая смешанная задача для системы уравнений Власова–Пуассона с од-
нородным внешним магнитным полем в бесконечном цилиндре. Для решений с носителями
функций плотности распределения заряженных частиц, лежащих строго во внутреннем
цилиндре, получена априорная оценка напряжённости самосогласованного электрического
поля через начальные функции плотности распределения.
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Введение. Уравнениям Власова посвящена обширная литература (см. [1–18] и имеющуюся
там библиографию). Одним из наиболее важных приложений смешанных задач для уравне-
ний Власова–Пуассона является термоядерный синтез. Как известно [12], в случае попадания
значительного числа частиц на стенки реактора может произойти его разрушение. Для удер-
жания заряженных частиц на некотором расстоянии от стенок реактора используется внеш-
нее магнитное поле. С точки зрения дифференциальных уравнений это означает, что внеш-
нее магнитное поле должно обеспечить существование решений системы Власова–Пуассона с
носителями функций плотности распределения заряженных частиц, лежащих на некотором
расстоянии от границы области. Существование таких решений рассматривалось в работах [4,
5, 16, 17]. Наличие ограниченного внешнего магнитного поля в уравнениях Власова–Пуассона
и его влияние на удержание двукомпонентной плазмы на определённом расстоянии от гра-
ницы области является принципиальным отличием данной статьи от других математических
работ. Для указанных решений получена априорная оценка напряжённости самосогласованно-
го электрического поля через начальные функции плотности распределения частиц в случае
бесконечного цилиндра, который соответствует реактору типа “пробочной ловушки”.

1. Постановка задачи. Рассмотрим систему уравнений Власова–Пуассона

−Δϕ(x, t) = 4πe

∫

R3

∑

β

βfβ(x, v, t) dv, x ∈ Q, t ∈ (0, T ), (1)

∂fβ

∂t
+ (v,∇xf

β) +
βe

mβ

(

−∇xϕ+
1

c
[v,B],∇vf

β

)

=0, x∈Q, v∈R
3, t∈(0, T ), β = ±1, (2)

с начальными условиями

fβ(x, v, t)|t=0 = fβ
0 (x, v), x ∈ Q, v ∈ R

3, β = ±1, (3)

и краевым условием Дирихле

ϕ(x, t) = 0, x ∈ ∂Q, t ∈ (0, T ). (4)

Здесь Q = G × R, G ⊂ R
2, – ограниченная область с границей ∂G ⊂ C∞, ∂Q = ∂G × R;

fβ = fβ(x, v, t) – функция плотности распределения положительно заряженных ионов, если
β = +1, и электронов, если β = −1, в точке x со скоростью v в момент времени t; fβ

0 (x, v) �

1683 7∗



1684 СКУБАЧЕВСКИЙ

� 0 – начальные функции плотности распределения; ϕ = ϕ(x, t) – потенциал самосогласовано-
го электрического поля; ∇x и ∇v – градиенты по x и v соответственно; m+1 и m−1 – массы
иона и электрона; e – заряд электрона; c – скорость света; B – индукция внешнего магнитного
поля; ( · , · ) – скалярное произведение в пространстве R

3; [· , ·] – векторное произведение в R
3.

2. Основные определения. Введём следующие обозначения:
– Ck(Rn) (Ck(Q)), k � 0, k ∈ Z, – пространство функций, непрерывных в R

n (Q) и
имеющих непрерывные производные в R

n (Q) вплоть до k-го порядка с конечной нормой

‖u‖k = max
|α|�k

sup
x

|Dαu(x)|, k ∈ Z, k � 0;

– C1(Q× R
3 × [0, T ]) – пространство функций, непрерывных и ограниченных в Q× R

3 ×
× [0, T ], у которых производные первого порядка также непрерывны и ограничены на этом
множестве;

– C̊k(Rn), k, n ∈ N, – пространство k раз непрерывно дифференцируемых функций в R
n

с компактными носителями;
– Ck

0 (Q), k � 0, k ∈ Z, – замыкание множества функций из Ck(Q) с компактными в Q
носителями;

– Ĉk(R3) – пространство вектор-функций Y = (Y1, Y2, Y3) : R
3 → R

3 с координатами
Yi ∈ Ck(R3), k ∈ N;

–C([0, T ], Ck
0 (Q)), k ∈ Z, k � 0, – банахово пространство непрерывных функций [0, T ] �

� t �→ ϕ( · , t) ∈ Ck
0 (Q) с нормой ‖ϕ‖k,T = sup

0�t�T
‖ϕ( · , t)‖k ;

– M1,R = {ϕ ∈ C([0, T ], C1
0 (Q)) : ϕ|∂Q = 0, ‖|∇ϕ|‖0,T � R}, R > 0, – полное метрическое

пространство с метрикой ρ1,R(ϕ,ψ) = ‖ϕ− ψ‖1,T ;
– W k

p (Q), k ∈ N, p � 2, – пространство Соболева функций v ∈ Lp(Q), имеющих все
обобщённые производные Dαv ∈ Lp(Q), |α| � k, с нормой

‖v‖W k
p (Q) =

{ ∑

|α|�k

∫

Q

|Dαv(x)|p dx
}1/p

.

Определение. Вектор-функцию {ϕ, fβ}, ϕ ∈ C([0, T ], C2
0 (Q)), fβ ∈ C1(Q× R

3 × [0, T ]),
β = ±1, назовём классическим решением задачи (1)–(4), если {ϕ, fβ} удовлетворяет уравне-
ниям (1), (2) и условиям (3), (4).

Пусть
Br(x

0) := {x ∈ R
3 : |x− x0| < r}, Br := Br(0), |Br| := 4πr3/3

и
Gδ := {x′ ∈ G : dist (x′, ∂G) > δ}, Qδ := {x ∈ Q : dist (x, ∂Q) > δ},

где δ > 0, x′ = (x1, x2).
Предположим, что выполнены следующие условия.
Условие 1. Пусть fβ

0 ∈ C̊1(R6) и supp fβ
0 ⊂ D0 := (Q5δ/4

⋂
Bκ)×Bρ, где δ,κ, ρ > 0.

Условие 2. Пусть B ∈ Ĉ1(Q) и B(x) = (0, 0, h) для x ∈ Qδ/4, где

16c

eδ
(ρm+1 +

√
2eTR) < h, R > 0. (5)

Замечание 1. Условие 1 означает, что в начальный момент времени заряженные частицы
расположены в шаре Bκ, находятся на расстоянии более 5δ/4 до границы цилиндра ∂Q и
имеют скорости меньшие ρ. Условие 2 означает, что внешнее магнитное поле однородно во
внутреннем цилиндре Qδ/4 и направлено по оси цилиндра. Это приводит к возникновению
силы Лоренца, препятствующей попаданию частиц на границу. Выполнение неравенства (5)
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для индукции внешнего магнитного поля приводит к тому, что проекция на плоскость x3 =
= 0 отклонения ларморовской траектории, возмущённой самосогласованным электрическим
полем с потенциалом ϕ, от начальной точки x ∈ Q5δ/4 не превышает δ/8 (см. лемму 1).

3. Свойства характеристик. Для заданной функции ϕ ∈ C([0, T ], C2
0 (Q)) уравнения

(2) с начальными условиями (3) можно решить, используя метод характеристик. Рассмотрим
систему обыкновенных дифференциальных уравнений

dXβ
ϕ

dτ
= V β

ϕ , 0 < τ < t, β = ±1, (6)

dV β
ϕ

dτ
= − βe

mβ
∇xϕ(X

β
ϕ , τ) +

βe

mβc
[V β

ϕ , B(Xβ
ϕ)], 0 < τ < t, β = ±1, (7)

с начальными условиями

Xβ
ϕ |τ=t = x, V β

ϕ |τ=t = v, β = ±1, (8)

где x ∈ Q, v ∈ R
3, 0 < t � T. Для любых x ∈ Q и v ∈ R

3 существует единственное
непродолжаемое решение задачи (6)–(8) для τ ∈ (T β

ϕ (x, v, t), t], 0 � T β
ϕ (x, v, t) < t. Обозначим

это решение через (Xβ
ϕ(x, v, t, τ), V

β
ϕ (x, v, t, τ)).

Лемма 1. Пусть выполнено условие 2. Тогда для любого ϕ ∈ M1,R решение задачи (6)–(8)
обладает следующими свойствами: если (x, v) ∈ D1 := (Q9δ/8

⋂
Bκ1) × Bρ1 , то T β

ϕ (x, v, t) =

= 0 и (Xβ
ϕ(x, v, t, τ), V

β
ϕ (x, v, t, τ)) ∈ D2 := (Qδ

⋂
Bκ2) × Bρ2 , τ ∈ (0, t), где κj = κ + Tρ1j,

ρj = ρ+

√
3TR

m−1
j, j = 1, 2.

Доказательство см. в работе [4, лемма 3.3].
Замечание 2. Утверждение леммы 1 означает, что траектории заряженных частиц, на-

чинающиеся в области D1, за время t, t � T, могут попасть лишь в несколько бо́льшую
область D2, причём их расстояние до границы ∂Q может уменьшиться не более, чем на δ/8.

Продолжая функции Xβ
ϕ(x, v, t, τ), V β

ϕ (x, v, t, τ) по непрерывности в τ = 0, положим
X̂β

ϕ(x, v, t) = Xβ
ϕ(x, v, t, 0), V̂ β

ϕ (x, v, t) = V β
ϕ (x, v, t, 0).

Для 0 < t � T рассмотрим отображение Ŝβ
ϕ,t( · , · ) : D1 → D2 вида Ŝβ

ϕ,t(x, v) = (X̂β
ϕ(x, v, t),

V̂ β
ϕ (x, v, t)). Положим Ŝβ

ϕ,0(x, v) = (x, v).

Для ϕ ∈ C([0, T ], C2
0 (Q))

⋂
M1,R определим функцию fβ

ϕ(x, v, t) по формуле

fβ
ϕ (x, v, t) =

{
fβ
0 (Ŝ

β
ϕ,t(x, v)), (x, v) ∈ D1, t ∈ [0, T ],

0, (x, v) ∈ (Q× R
3) \D1, t ∈ [0, T ].

(9)

Лемма 2. Пусть выполнены условия 1 и 2. Тогда для любого ϕ ∈ M1,R и 0 < t � T мы
имеем включение supp fβ

0 (Ŝ
β
ϕ,t(x, v)) ⊂ D1.

Доказательство основано на использовании леммы 1 (см. [4, лемма 4.2]).
Функция Ŝβ

ϕ,t(x, v) непрерывно дифференцируема по (x, v) ∈ D1 и t ∈ (0, T ). Поэтому в
силу леммы 2 имеем supp fβ

ϕ ( · , · , t) ⊂ D1 для t ∈ [0, T ] и fβ
ϕ ∈ C1(Q× R

3 × [0, T ]), при этом
для заданной функции ϕ функции fβ = fβ

ϕ удовлетворяют уравнениям (2) c начальными
условиями (3).

4. Априорная оценка.
Теорема. Пусть выполнены условия 1 и 2. Предположим, что вектор–функция {ϕ, fβ},

ϕ ∈ M1,R, β = ±1, является классическим решением задачи (1)–(4). Тогда supp fβ( · , · , t) ⊂
⊂ D1, t ∈ [0, T ], β = ±1, при этом справедлива оценка

‖|∇ϕ|‖0,T � c1 max
β

‖fβ
0 ‖0,

где c1 = c1(Q, ρ,κ) > 0 – константа, не зависящая от fβ
0 и ϕ.
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Доказательство. Пусть ϕ – первая компонента классического решения задачи (1)–(4)
{ϕ, f+1, f−1} и ϕ ∈ M1,R. Определим функции fβ

ϕ по формуле (9). Из метода характеристик
следует, что функции f+1

ϕ и f−1
ϕ являются соответственно второй и третьей компонентами

классического решения, т.е. f+1
ϕ = f+1 и f−1

ϕ = f−1.
Рассмотрим краевую задачу (1), (4). В силу теоремы Соболева об ограниченности вложения

W 2
4 (Q) в C1(Q) и теоремы 6.4 из [19, гл. 3, § 6] об однозначной разрешимости задачи Дирихле

для уравнения Пуассона в пространстве Соболева W 2
4 (Q) в случае бесконечного цилиндра

получим неравенства

‖|∇ϕ( · , t)|‖0 � k1‖ϕ( · , t)‖W 2
4 (Q) � 4k2πe

∑

β

Iβ, t ∈ (0, T ), (10)

где k1, k2 > 0 – константы, зависящие от области Q и не зависящие от fβ
ϕ и ϕ,

Iβ =

{∫

Q

(∫

R3

fβ(x, v, t)dv

)4

dx

}1/4

.

Положив fβ = fβ
ϕ , в силу (9) имеем

sup
0�t�T

sup
x∈Q

sup
v∈R3

fβ(x, v, t) � sup
(y,p)∈D0

fβ
0 (y, p) = ‖fβ

0 ‖0. (11)

Из (10) и (11) следует оценка

‖|∇ϕ( · , t)|‖0 � 8k2πe|Bκ|1/4|Bρ|max
β

‖fβ
0 ‖0.

Теорема доказана.
Заключение. Полученные результаты могут быть использованы для доказательства су-

ществования обобщённых решений смешанной задачи для системы Власова–Пуассона с ком-
пактными носителями функций плотности распределения заряженных частиц по простран-
ственным переменным.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 22-21-
00392).
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