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Получена классическая формула следа Гельфанда–Левитана с вычетом первой поправки
теории возмущений для оператора Лапласа на квадрате, возмущённого оператором умно-
жения на функцию специального вида. Выдвинута гипотеза о формуле регуляризованного
следа в общей ситуации.
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Рассмотрим оператор L0u = −Δu с краевыми условиями Дирихле в пространстве L2(K),
где K = {(x, y) : 0 � x, y � π}. Хорошо известно, что спектр оператора L0 состоит из
собственных чисел λkm = k2 + m2, k,m = 1, 2, . . . , и fkm(x, y) = (2/π) sin(kx) sin(my) –
соответствующие им ортонормированные собственные функции. Пусть V – оператор умноже-
ния на ограниченную измеримую функцию v(x, y), действующий в L2(K), и L = L0 + V –
возмущённый оператор с граничными условиями Дирихле на множестве K.

В работах [1–3] для задачи Дирихле оператора L = Ls
0 + V, s > 1, было доказано, что

существует подпоследовательность {nl}∞l=1 ⊂ N такая, что выполняется равенство

lim
l→∞

∑

k2+m2�nl

[μkm − λs
km − (V fkm, fkm)] = 0. (1)

Отметим, что справедливость тождества (1), в общем случае, для произвольных ограни-
ченных возмущений самосопряжённого оператора L0 с дискретным спектром имеет место,
если N(t, L0) = o(t), t → ∞ (см. [2]).

Согласно хорошо известной асимптотической формуле Вейля при s > 1

N(t, Ls
0) = o(t), t → ∞,

при s = 1 имеем
N(t, L0) =

π

4
t+ o(t), t → ∞.

Следовательно, в нашем случае, т.е. при s = 1, ожидать того, что правая часть в (1)
равна нулю, не приходится. Например, для оператора Лапласа–Бельтрами L0 на двумерной
сфере S2 (N(t, L0) = t + o(t), t → ∞), возмущённого оператором умножения на функцию,
правая часть в (1) отлична от нуля (см. работы [4–8]).

В обзорной статье [9, c. 146] в разделе “Некоторые нерешённые задачи” подчеркивается,
что “конкретный “спортивный” интерес давно вызывает формула первого регуляризованного
следа для оператора Лапласа на квадрате”. Трудности исследования этой задачи прежде всего
вызваны сложной структурой собственных чисел λkm = k2+m2 : нет формулы упорядочения
λkm по росту через один индекс: λn < λn+1, не известны (нам) асимптотика кратностей λn и
оценка снизу наибольшей лакуны в спектре. Это, в свою очередь, усложняет изучение асимп-
тотики второй поправки теории возмущений, составляющей основу метода доказательства
разработанной нами формулы следа для L0-компактных возмущений операторов с дискрет-
ным спектром [10]. На основе работы [10] выдвинем следующую гипотезу для рассматриваемой
задачи.
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Гипотеза. Пусть v ∈ W 2
2 (K). Тогда существует подпоследовательность {nl}∞l=1 ⊂ N та-

кая, что справедливы равенства

lim
l→∞

ρ(nl + 0) = lim
l→∞

∑

k2+m2�nl

[λkm + (V fkm, fkm)− μkm] =

=
1

8π

[ ∫

K

v2(x, y) dx dy −
(
1

π

∫

K

v(x, y) dx dy

)2]

.

Нам удалось доказать эту гипотезу в случае, когда у функции v переменные разделя-
ются. Идея доказательства была анонсирована в статье [11] в предположении существования
подпоследовательности {nl}∞l=1, доказательство существования которой приведём в данной
работе.

Итак, рассмотрим оператор L в пространстве L2(K), порождённый краевой задачей

lu = −Δu+ v(x, y)u, u|∂K = 0.

Пусть v(x, y) = v1(x) + v2(y), тогда в уравнении

−Δu+ v(x, y)u = μu

переменные разделяются и задача сводится к изучению спектра обыкновенных дифференци-
альных операторов в L2(0, π) :

Lif(t) = −f ′′(t) + vi(t)f(t), f(0) = f(π) = 0, i = 1, 2,

т.е. L = L1 + L2.

Пусть σ(Li) = {μ(i)
k }∞k=1– спектр оператора Li, i = 1, 2, fk(t) =

√
2/π sin(kt) – ортонор-

мированные собственные функции оператора L0f(t) = −f ′′(t) с условиями f(0) = f(π) = 0,
соответствующие собственным числам λk = k2. Причём нетрудно убедиться в том, что если
vi(t) ∈ W 2

2 (0, π), то справедлива асимптотическая формула

μ
(i)
k = k2 + (vifk, fk)−

ci
k2

+O(k−4), (2)

где

ci =
1

4π

[ π∫

0

v2i (t) dt−
(

1√
π

π∫

0

vi(t) dt

)2]

. (3)

Замечание. Отметим, что асимптотика второй поправки теории возмущений

α
(i)
k =

∑

m�=k

(vifk, fm)2

m2 − k2
=

ci
k2

+O(k−4)

получена в статье [12] при более жёстких условиях на функцию vi(t), причём во втором слагае-
мом в (3) была допущена неточность: вместо коэффициента 1/

√
π в этой работе коэффициент

равен единице.
Теперь докажем утверждение о выборе подпоследовательности {nl}∞l=1 ⊂ N, по которой

производится суммирование со скобками.
Лемма. Пусть l2+z = k2+m2, l, k,m = 1, 2, . . . , 1 � z � 2l+1, z ∈ N. Тогда существует

подпоследовательность {zl}∞l=1 ⊂ N такая, что

nl = l2 + zl = k2 +m2,

причём для всех l � 14, и
l + 1 < zl � 2l + 1,

т.е. zl → ∞ при l → ∞.
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Доказательство. Пусть l ∈ N и l � 2. Положив k = l− 1 в равенстве l2 + zl = k2 +m2,
получим, что

zl = m2 − 2l + 1. (4)

Пусть m = [
√
3l] + 1, тогда m >

√
3l. Следовательно, из (4) вытекает, что

zl > l + 1. (5)

Теперь покажем, что при нашем выборе m для всех l � 14 выполняется неравенство

zl � 2l + 1. (6)

Действительно, в силу (4) и (5) имеем

zl = ([
√
3l] + 1)2 − 2l + 1 � l + 2 + 2

√
3l,

отсюда вытекает справедливость равенства (6), поскольку l2 − 14l + 1 � 0 для всех l � 14.
Лемма доказана.

Справедлива следующая
Теорема. Пусть v(x, y) = v1(x) + v2(y), vi(t) ∈ W 2

2 (0, π). Тогда существует подпоследо-
вательность {nl}∞l=1 = {l2 + zl}∞l=1 ⊂ N такая, что

lim
l→∞

ρ(l2 + zl + 0) = lim
l→∞

∑

k2+m2�l2+zl

[k2 +m2 + (V fkm, fkm)− μkm] =

=
1

8π

[ ∫

K

v2(x, y) dx dy −
(
1

π

∫

K

v(x, y) dx dy

)2]

. (7)

Доказательство. Вначале заметим, что так как N(t, Li) = o(t), t → ∞, то

∞∑

k=1

(k2 + (vifk, fk)− μ
(i)
k ) = 0, i = 1, 2. (8)

Далее, пусть l2 + zl = k2 +m2, k,m = 1, 2, . . . , числа zl из леммы.
Положим 1 � m � l, k = [

√
l2 + zl −m2]. Тогда в силу соотношений (2) и (8) будем иметь

равенства
ρ(l2 + zl + 0) =

∑

k2+m2�l2+zl

[k2 +m2 + (V fkm, fkm)− μkm] =

=
2∑

i=1

l∑

m=1

[
√

l2+zl−m2]∑

k=1

(k2 + (vifk, fk)− μ
(i)
k ) =

=
2∑

i=1

{ [
√
zl]∑

k=1

[k2 + (vifk, fk)− μ
(i)
k ] +

l−1∑

m=1

∞∑

k=[
√

l2+zl−m2]+1

(
ci
k2

+O(k−4)

)}

. (9)

Далее нетрудно убедиться в справедливости соотношения

lim
l→∞

l−1∑

m=1

∞∑

k=[
√

l2+zl−m2]+1

(
ci
k2

+O(k−4)

)

=
πci
2

. (10)
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Теперь переходим к пределу при l → ∞ в равенстве (9). Поскольку в силу леммы zl → ∞
при l → ∞, то, использовав равенства (8) и (10), формулу (3) и тождество

∫

K

(v1(x)+ v2(y))
2 dx dy−

(
1

π

∫

K

(v1(x)+ v2(y)) dx dy

)2
= π

2∑

i=1

[ π∫

0

v2i (x) dx−
(

1√
π

π∫

0

vi(x) dx

)2]

,

убедимся в справедливости равенства (7). Теорема доказана.
Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования

Российской Федерации по соглашению № 075-02-2022-888.
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