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Для общей системы разностных (дискретных) уравнений с помощью метода функций Ля-
пунова получен ряд достаточных условий устойчивости и асимптотической устойчивости
относительно части переменных её решения.
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Введение. Математическая теория устойчивости занимает важное место в теории обык-
новенных дифференциальных уравнений. Начиная с середины двадцатого века, активно раз-
вивается теория устойчивости относительно части переменных. К настоящему времени опуб-
ликован ряд монографий [1–6] и сотни работ по этой тематике, из которых можно выделить
[7–13]. В статьях [14–16] исследуется устойчивость относительно части переменных решений
функционально-дифференциальных уравнений с запаздыванием, а в [17–19] – устойчивость
относительно части переменных в системах стохастических дифференциальных уравнений.

Настоящая работа посвящена исследованию устойчивости решений разностных систем от-
носительно части переменных. Это направление исследования представляется интересным по
двум причинам: во-первых, ряд явлений и процессов в природе описываются разностными
уравнениями; во-вторых, при использовании вычислительных методов решений систем обык-
новенных дифференциальных уравнений их сводят к разностным уравнениям. Отметим, что
в работе [20] предлагается способ построения разностных схем для одного класса систем обык-
новенных дифференциальных уравнений, который обеспечивает согласованность между диф-
ференциальными и разностными уравнениями в смысле устойчивости нулевого решения.

Важным направлением качественного анализа дискретных (разностных) уравнений явля-
ется исследование устойчивости их решений. Это направление отражено во многих научных
публикациях (см., например, [21–24]). Одним из наиболее эффективных методов изучения
устойчивости дифференциальных и разностных уравнений является метод функций Ляпуно-
ва [25, 26]. Настоящая статья посвящена применению этого метода к изучению устойчивости
решений систем разностных уравнений относительно части переменных.

1. Основные обозначения и определения. Следуя [27], обозначим: N = {1, 2, 3, . . .} –
множество натуральных чисел, N0 = {0}

⋃
N, Nq = {n ∈ N0 : n � q}, ‖ · ‖ – евклидова норма

вектора в R
k+m, Br = {z ∈ R

k+m : ‖z‖ � r} – замкнутый шар радиуса r с центром в нуле
в R

k+m.
Рассмотрим систему разностных уравнений

z(n + 1) = Z(n, z(n)), Z(n, 0) ≡ 0, (1)

где n ∈ N0 и z, Z ∈ R
k+m. Далее предполагаем, что при каждом фиксированном n ∈ N0

функция Z(n, ·) : Rk+m → R
k+m является непрерывной. Для фиксированных n ∈ N0 и z0 ∈

∈ R
k+m через z(n, n0, z0) обозначим решение системы (1), совпадающее с вектором z0 при

n = n0. Исследуем устойчивость нулевого решения

z(n) = 0 (2)

системы (1) относительно первых k его компонент. Примем обозначения z =

(
x
y

)

∈ R
k+m,

x = (x1, . . . , xk)
т = (z1, . . . , zk)

т ∈ R
k, y = (y1, . . . , ym)т = (zk+1, . . . , zk+m)т ∈ R

m.
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В соответствии с принятым обозначением любое решение z(n, n0, z0) системы (1) представля-

ется в виде z(n, n0, z0) =

(
x(n, n0, z0)
y(n, n0, z0)

)

. По аналогии с обыкновенными дифференциальными

уравнениями [28, гл. 1] введём следующие определения.
Определение 1. Решение (2) системы (1) называется устойчивым относительно x (или

x-устойчивым), если для любых ε > 0 и n0 ∈ N0 найдётся δ = δ(ε, n0) > 0 такое, что для
любого z0 ∈ Bδ имеет место неравенство ‖x(n, n0, z0)‖ < ε при всех n ∈ Nn0 .

Определение 2. Решение (2) системы (1) называется равномерно устойчивым относи-
тельно x (или равномерно x-устойчивым), если в определении 1 для каждого ε > 0 можно
выбрать δ = δ(ε) не зависящим от n0.

Следующее определение является вспомогательным для введения в определении 4 различ-
ных модификаций понятия устойчивости.

Определение 3. Решение (2) системы (1) называется:
притягивающим относительно x (x-притягивающим), если для каждого n0 ∈ N0 су-

ществует η = η(n0) > 0 и для любых ε > 0 и z0 ∈ Bη найдётся σ = σ(ε, n0, z0) ∈ N такое,
что ‖x(n, n0, z0, )‖ < ε для всех n � n0 + σ;

эквипритягивающим относительно x (или x-эквипритягивающим), если для каждого
n0 ∈ N0 существует η = η(n0) > 0 и для любого ε > 0 найдётся σ = σ(ε, n0) ∈ N такие, что
‖x(n, n0, z0)‖ < ε для всех z0 ∈ Bη и n � n0 + σ;

равномерно x-притягивающим, если для некоторого η > 0 и любого ε > 0 существует
σ = σ(ε) ∈ N такое, что ‖x(n, n0, z0)‖ < ε для всех z0 ∈ Bη, n0 ∈ N0 и n � n0 + σ;

равномерно глобально x-притягивающим, если для любых η > 0 и ε > 0 найдётся σ =
= σ(ε, η) ∈ N такое, что ‖x(n, n0, z0)‖ < ε для всех z0 ∈ Bη, n0 ∈ N0 и n � n0 + σ;

слабо x-притягивающим, если для каждого n0 ∈ N0 существует η = η(n0) > 0 такое,
что для любого z0 ∈ Bη найдётся возрастающая к +∞ последовательность натуральных
чисел {ni}, своя, вообще говоря, для каждых n0 и z0, вдоль которой ‖x(ni, n0, z0)‖ → 0 при
i → +∞;

lp-притягивающим относительно x, где p > 0 – некоторое число, если для любого n0 ∈ N0

найдётся такое η = η(n0), что для всех z0 ∈ Bη выполняется соотношение
∞∑

j=n0

‖x(j, n0, z0)‖p < +∞.

Иными словами, решение z(n) = 0 системы (1) является:
x-притягивающим, если

lim
n→+∞

x(n, n0, z0) = 0 при всех n0 ∈ N, z0 ∈ Bη(n0); (3)

x-эквипритягивающим, если предельное соотношение (3) выполняется равномерно отно-
сительно z0;

равномерно x-притягивающим, если предельное соотношение (3) выполняется равномерно
относительно z0 и n0;

слабо x-притягивающим, если

lim inf
n→+∞

‖x(n, n0, z0)‖ = 0 при всех n0 ∈ N, z0 ∈ Bη(n0).

Областью x-притяжения решения z(n) = 0 системы (1) в дискретный момент времени
n0 ∈ N называется множество

A(n0) = {z0 ∈ R
k+m : ‖x(n, n0, z0)‖ → 0 при n → +∞}.

Если множество A(n0) не зависит от n0, то будем говорить, что область x-притяжения рав-
номерная. Если для любого n0 имеет место равенство A(n0) = R

k+m, то говорят, что начало
глобально притягивающее относительно x. Если же для любых η > 0, n0 ∈ N0 и z0 ∈
∈ Bη предельное соотношение (3) выполняется равномерно по n0 и z0, то начало называется
равномерно глобально x-притягивающим.
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Определение 4. Решение (2) системы (1) называется:
асимптотически устойчивым относительно x (или асимптотически x-устойчивым),

если оно x-устойчиво и x-притягивающее;
эквиасимптотически устойчивым относительно x (или эквиасимптотически x-устой-

чивым), если оно x-устойчиво и x-эквипритягивающее;
равномерно асимптотически устойчивым относительно x (или равномерно асимптоти-

чески x-устойчивым), если оно равномерно x-устойчиво и равномерно x-притягивающее;
равномерно глобально асимптотически устойчивым относительно x (или равномерно

глобально асимптотически x-устойчивым), если оно равномерно x-устойчиво и равномерно
глобально x-притягивающее;

слабо асимптотически x-устойчивым, если оно x-устойчиво и слабо x-притягивающее;
lp-устойчивым относительно x, если оно x-устойчиво и lp-притягивающее относитель-

но x.
Определение 5. Будем говорить, что функция a(r) принадлежит классу K и записы-

вать как a ∈ K, если она определена на некотором отрезке [0,H] или полуинтервале [0,+∞),
является непрерывной и строго возрастающей и такой, что a(0) = 0.

Подкласс класса K, состоящий из функций возрастающих к +∞, обозначим через K∞.

2. Исследование устойчивости относительно части переменных с помощью
функций Ляпунова.

Определение 6. Вариацией ΔV функции V (n, z) в силу системы разностных уравнений
(1) назовём выражение

ΔV (n, z) = V (n+ 1, Z(n, z)) − V (n, z).

Теорема 1. Если для системы разностных уравнений (1) существует функция V (n, z),
которая определена и непрерывна по z на множестве

n ∈ N0, ‖x‖ � H, ‖y‖ < +∞ (4)

и удовлетворяет условиям

V (n, 0) ≡ 0, V (n, z) � a(‖x‖), a ∈ K, ΔV = V (n + 1, Z(n, z)) − V (n, z) � 0

для значений n и z =

(
x
y

)

, удовлетворяющих условиям (4), то решение (2) системы (1)

устойчиво относительно x.
Более того, если для некоторой функции b ∈ K и любых n, z из области (4) справедливо

условие
V (n, z) � b(‖z‖), (5)

то нулевое решение системы (1) равномерно устойчиво относительно x.
Доказательство. Пусть заданы n0 ∈ N0 и ε > 0. Так как функция V непрерывна по

z и V (n0, 0) = 0, то найдётся δ = δ(n0, ε) > 0 такое, что V (n0, z0) < a(ε) при всех z0 ∈ Bδ.
Для любых n ∈ Nn0 , z0 ∈ Bδ получаем

a(‖x(n, n0, z0)‖) � V (n, z(n, n0, z0)) � V (n− 1, z(n− 1, z(n− 1, n0, z0))) � . . . � V (n0, z0) < a(ε).

Но так как a ∈ K, то из полученных неравенств следует, что ‖x(n, n0, z0)‖ < ε. Устойчивость
решения (2) относительно x доказана.

При выполнении условия (5) значение δ можно выбрать не зависящим от n0. Действи-
тельно, полагая δ = b−1(a(ε)), где b−1 – функция, обратная по отношению к функции b, при
z0 ∈ Bδ получаем

a(‖x(n, n0, z0)‖) � V (n, z(n, n0, z0)) � V (n0, zo) � b(‖z0‖) < b(b−1(a(ε))) = a(ε),

откуда вытекает неравенство ‖x(n, n0, z0)‖ < ε при n � n0. Теорема доказана.
Замечание. Доказанная теорема представляет собой аналог теоремы Румянцева [7] для

обыкновенных дифференциальных уравнений.
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Пример 1. Рассмотрим систему разностных уравнений

x(n+ 1) = y1(n)− y2(n), y1(n + 1) = y1(n)y2(n)e
nx(n) + x(n), y2(n+ 1) = y1(n)y2(n)e

nx(n).

Очевидно, что эта система имеет нулевое решение. В качестве функции V выберем V =
= x2 + (y1 − y2)

2. Её вариация ΔV в силу рассматриваемой системы равна нулю. Учитывая,
что x2 < V < 2(x2 + y21 + y22), на основании теоремы 1 заключаем, что нулевое решение этой
системы равномерно x-устойчиво.

Теорема 2. Если для системы разностных уравнений (1) существует функция V (n, z),
которая определена и непрерывна по z на множестве (4) и удовлетворяет условиям

V (n, z) � a(‖x‖), a ∈ K, V (n, 0) = 0, (6)

ΔV (n, z) � −c(‖x‖), c ∈ K, (7)

то нулевое решение системы (1) слабо асимптотически x-устойчиво.
Доказательство. Согласно теореме 1 решение z = 0 системы (1) x-устойчиво. Поэтому

для H > 0 и n0 ∈ N0 существует δ = δ(n0,H) > 0 такое, что ‖x(n, n0, z0)‖ < H, если
z0 ∈ Bδ.

Для завершения доказательства достаточно установить, что для любых ε ∈ (0,H) и n0 ∈
∈ N0 существует N = N(ε, n0) ∈ N такое, что при всяком z0 ∈ Bδ можно указать натуральное
число n1, расположенное между n0 и n0 +N (включая эти числа), такое, что

‖x(n1, n0, z0)‖ � ε. (8)

Обозначим λ(n0) = sup
z∈Bδ

V (n0, z), N(n0, ε) = [λ(n0)/c(ε)] + 1, где [·] – целая часть числа.

Предположим противное: n1, для которого выполняется неравенство (8), не существует. Зна-
чит, ε < ‖x(n, n0, z0)‖ < H при всех n из множества чисел {n0, n0 + 1, . . . , n0 +N}. Тогда из
условий теоремы следует, что

0 < a(ε) � V (n0 +N, z(n0 +N, z(n0 +N,n0, z0))) � V (n0, z0)− c(ε)N � 0.

Полученное противоречие доказывает теорему.
Теорема 3. Если для системы (1) существует непрерывная по z на множестве (4)

функция V (n, z) такая, что выполнены условия (6), (7) и

V (n, z) � b(‖z‖), b ∈ K, (9)

то нулевое решение системы (1) равномерно асимптотически x-устойчиво.
Если дополнительно выполнены условия

a ∈ K∞, b ∈ K∞, c ∈ K∞, H = ∞, lim
‖z‖→∞

V (n, z) = +∞, (10)

то нулевое решение системы (1) равномерно глобально асимптотически x-устойчиво.
Доказательство. Согласно теореме 1 решение z = 0 системы (1) равномерно x-устойчи-

во. Поэтому для числа H найдётся такое δ, не зависящее от n0, что для дискретной траек-
тории z(n, n0, z0) из включений n0 ∈ N0, z0 ∈ Bδ следует неравенство ‖x(n, n0, z0)‖ < H для
всех n � n0. Выберем произвольно ε (0 < ε < H). Покажем, что существует σ = σ(ε) > 0
такое, что

‖x(n, n0, z0)‖ < ε при n > n0 + σ. (11)

Выясним, при каких n может выполняться двойное неравенство

ε � ‖x(n, n0, z0)‖ < H. (12)
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Для этого рассмотрим дискретную траекторию z(n, n0, z0) с вектором z0 ∈ Bδ. Из условий
(6), (7), (9) и из предположения (12) следует, что

0 < a(ε) � V (n, z(n, n0, z0)) � V (n0, z0)− (n− n0)c(ε) � b(δ) − (n− n0)c(ε).

Таким образом, при n > n0 + σ(ε), где σ(ε) = [b(δ)/c(ε)] + 1, предположение (12) перестаёт
выполняться, т.е. справедливо неравенство (11). Это означает, что решение z = 0 системы (1)
является равномерно притягивающим относительно x.

В случае, когда дополнительно выполнены условия (10), в приведённом доказательстве ве-
личины H и ε выбираются произвольно (0 < ε < H), δ = δ(H), σ = σ(ε,H) = [δ(H)/c(ε)]+1.
Теорема доказана.

Пример 2. Рассмотрим систему разностных уравнений

x(n+ 1) =
1

2
x(n)− 1

2
y1(n) +

1

2n
√
2
y2(n),

y1(n+ 1) = 2−ny2(n), y2(n+ 1) = 2nx(n) + 2ny1(n). (13)

Эта система допускает нулевое решение. Покажем, что оно равномерно асимптотически
x-устойчиво. Для этого рассмотрим функцию

V (n, x, y1, y2) = x2 + (2−1/2y1 − 2−ny2)
2.

Её вариация в силу рассматриваемой системы имеет вид ΔV = −x2/2. Учитывая, что функ-
ция V является определённо-положительной относительно x и удовлетворяет неравенствам

x2 � V (n, x, y1, y2) < 2(x2 + y21 + y22),

а её вариация ΔV в силу системы (13) является определённо-отрицательной относительно x,
на основании теоремы 3 заключаем, что нулевое решение системы (13) равномерно асимпто-
тически устойчиво относительно x.

Теорема 4. Если для системы разностных уравнений (1) существует непрерывная по
z функция V (n, z), удовлетворяющая условию (6), и для любого n0 ∈ N0 можно указать
Θ = Θ(n0) такое, что при z0 ∈ BΘ функция V (n, z(n, n0, z0)) не возрастает и стремится
к нулю при n → +∞, то нулевое решение системы (1) эквиасимптотически устойчиво
относительно x.

Доказательство. Пусть n0 ∈ N0. Выберем произвольно δ = δ(n0) ∈ (0,Θ(n0)). Для
любого z0 ∈ Bδ функция V (n, z(n, n0, z0)) не возрастает. Покажем, что

lim
n→∞

V (n, z(n, n0, z0)) = 0 (14)

равномерно по z0 ∈ Bδ.
Пусть ε – произвольное положительное число. Для любых n0 ∈ N0 и z0 ∈ Bδ по условию

теоремы найдётся N = N(ε, n0, z0) такое, что V (n0+N, z(n0+N,n0, z0)) < ε. Это неравенство,
поскольку функции V и Z непрерывны по z, выполняется в некоторой открытой окрестности
Q(z0) точки z0, т.е. V (n0 + N, z(n0 + N,n0, z

′
0)) < ε при z′0 ∈ Q(z0). Так как V монотонно

не возрастает вдоль решений системы (1), то отсюда следует, что

V (n, z(n, n0, z
′
0)) < ε при n � n0 +N(ε, n0, z

′
0), z′0 ∈ Q(z0).

Компактное множество ‖z0‖ � δ оказалось покрытым системой открытых окрестностей
{Q(z0)}, из которой по теореме Гейне–Бореля можно выделить конечное подпокрытие Q1,
. . . , Qr с соответствующими числами N1, . . . , Nr. Обозначим N(ε, n0) = max{N1, . . . , Nr}.
Тогда V (n, z(n, n0, z0)) < ε для любого n ∈ Nn0+N(ε,n0) при z0 ∈ Bδ(n0). Таким образом,
предельное соотношение (14) выполняется равномерно по z0, что завершает доказательство
теоремы.
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Теорема 5. Пусть для системы (1) существует функция V (n, z), непрерывная по z, удо-
влетворяющая в области (4) неравенству (6) и такая, что выполняются следующие условия:

i) вариация функции V в силу системы (1) неположительна;
ii) существуют n0 ∈ N0 и η0 > 0 такие, что для любых n и η, удовлетворяющих

неравенствам n � n0, 0 < η � η0, множество L = {(n, z) ∈ N0 × R
n+m : V (n, z) � η,

‖x‖ � H} непусто;
iii) найдутся неотрицательные числа mη(n), для которых выполняются соотношения

ΔV (n, z) � −mη(n) при (n, z) ∈ L (15)

и
∞∑

n=n0

mη(n) = +∞. (16)

Тогда нулевое решение системы (1) эквиасимптотически x-устойчиво.
Доказательство. Так как выполнены условия теоремы 1, то для любого n0 ∈ N0 суще-

ствует такое δ = δ(n0) > 0, что из включения z0 ∈ Bδ вытекает неравенство ‖x(n, n0, z0)‖ < H
при всех n ∈ Nn0 . Обозначим V∗(n0) := sup

‖z0‖<δ
V (n0, z0). Покажем, что

lim
n→+∞

V (n, z(n, n0, z0)) = 0 равномерно по z0 ∈ Bδ.

Предположим противное. Тогда вследствие неположительности вариации ΔV в силу сис-
темы (1) можно указать такие η > 0 и z0 ∈ Bδ, для которых при всех n ∈ Nn0 верно
неравенство V (n, z(n, n0, z0)) � η > 0. Воспользовавшись условием (15), получаем

0 � V (n, z(n, n0, z0)) � V (n0, z0)−mη(n0 + 1)−mη(n0 + 2)− . . . −mη(n) �

� V∗(n0)−mη(n0 + 1)−mη(n0 + 2)− . . .−mη(n),

что в силу условия (16) невозможно при достаточно больших значениях n. Полученное про-
тиворечие завершает доказательство теоремы.

Проиллюстрируем доказанную теорему следующим примером.
Пример 3. Рассмотрим систему разностных уравнений

x(n+ 1) = d11(n)x(n) + d12(n)y(n), y(n+ 1) = d21(n)x(n) + d22(n)y(n), (17)

где

d11(n) =

√

1− 2
4
√
n+ 16

, d12(n) =

√
4
√

(n+ 15)(n + 16) − 1
4
√
n+ 16( 4

√
n+ 16− 1)

,

d21(n) =
1

4
√
n+ 16

, d22(n) = −d11(n)d12(n).

Очевидно, что система (17) допускает нулевое решение. Для доказательства его эквиа-
симптотической x-устойчивости воспользуемся теоремой 5. В качестве функции Ляпунова
выбираем V (n, x, y) = x2 + 4

√
n+ 15 y2. Несложно видеть, что она удовлетворяет условию (6)

на множестве (4). Вариация этой функции в силу системы (1) имеет вид

ΔV = − 1
4
√
n+ 16

(x2 + y2).

Она неположительна. Выберем произвольно η, удовлетворяющее неравенствам 0 < η < H, и
оценим сверху вариацию ΔV в области V (n, x, y) � η. Геометрически эта область при любом
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n ∈ N0 ограничена прямыми |x| = −H, |x| = H, эллипсом x2/η+ 4
√
n+ 15 y2/η = 1 с центром

в начале координат и полуосями √
η и √

η/ 8
√
n+ 15. Любая точка (x, y) из множества

{

(x, y) ∈ R
2 : |x| � H,

x2

η
+

4
√
n+ 15 y2

η
� 1

}

удовлетворяет хотя бы одному из условий |x| > √
η/2 или |y| > √

η/(2 8
√
n+ 15), или, что то

же самое, x2 > η/4, y2 > η/(4 4
√
n+ 15). Подставляя эти значения в ΔV, получаем

ΔV = − 1
4
√
n+ 16

(x2 + y2) < − 1
4
√
n+ 16

min

{
1

4
η,

η

4 4
√
n+ 15

}

= − η

4 4
√

(n+ 15)(n + 16)
.

Итак, если в качестве mη(n) взять mη(n) = η/(4 4
√

(n+ 15)(n + 16)), то, как показано, выпол-
няется условие (15). Нетрудно убедиться, что справедливо и условие (16).

Таким образом, все условия теоремы 5 выполнены; следовательно, нулевое решение систе-
мы разностных уравнений (17) эквиасимптотически x-устойчиво.

Теорема 6. Если для системы (1) существует функция V (n, z), непрерывная по z, удо-
влетворяющая в области (4) условию

V (n, z) � ϑ(n)a(‖x‖), a ∈ K, (18)

с некоторой монотонно возрастающей к бесконечности последовательностью {ϑ(n)}, ϑ(0) =
= 1, а вариация ΔV в силу системы (1) неположительна, то нулевое решение системы (1)
эквиасимптотически устойчиво относительно x.

Доказательство. Так как выполнены условия теоремы 1, то для любого n0 ∈ N0 можно
указать δ(n0) такое, что из включения z0 ∈ Bδ следует неравенство ‖x(n, n0, z0)‖ < H при
всех n ∈ Nn0 . Обозначим μ(n0) = sup

z0∈Bδ

V (n0, z0). Так как ΔV � 0, то V (n, z(n, n0, z0)) �

� V (n0, z0), и из оценки (18) следует, что

a(‖x(n, n0, z0)‖) �
V (n, z(n, n0, z0))

ϑ(n)
� V (n0, z0)

ϑ(n)
. (19)

Пусть θ(t) – монотонно возрастающая функция такая, что θ(n) = ϑ(n), а ε – произвольное
положительное число (ε < H; число H – из задания области (4)). Обозначим N(ε, n0) =
= θ−1(μ(n0)/a(ε)), где θ−1 – функция, обратная к функции θ. Так как θ−1 монотонно воз-
растает, то при n > N(ε, n0) выполняется неравенство θ(n) � μ(n0)/a(ε), и в силу оценки
(19) имеем

a(‖x(n, n0, z0)‖) �
V (n0, z0)

μ(n0)
a(ε) < a(ε).

Так как a ∈ K, то отсюда следует, что ‖x(n, n0, z0)‖ < ε при всех z0 ∈ Bδ, n > n0 +N(ε, n0).
Теорема доказана.

Теорема 7. Пусть для системы (1) существует функция V (n, z), непрерывная по z, удо-
влетворяющая в области (4) условию (6), такая, что ΔV (n, z) � −c‖x‖p, где p и c – поло-
жительные константы. Тогда нулевое решение системы (1) lp-устойчиво относительно x.

Доказательство. Согласно теореме 2 решение (2) системы (1) слабо асимптотически
устойчиво. В частности, из его устойчивости следует, что при любых n0 ∈ N0, ε > 0 су-
ществует δ = δ(ε, n0) > 0 такое, что ‖x(n, n0, z0)‖ < ε, если z0 ∈ Bδ. Рассмотрим функцию

G(n) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

V (n, z(n)) + c

n−1∑

j=n0

‖x(j, n0, z0)‖p при n > n0,

V (n0, z0) при n = n0,
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где z(n) = z(n, n0, z0). Тогда ΔG(n) = G(n + 1) − G(n) = ΔV (n, z(n)) + c‖x(n, n0, z0)‖p � 0.
Следовательно, G(n) � G(n0) = V (n0, z0) и

0 � G(n) = V (n, z(n, n0, z0)) + c

n−1∑

j=n0

‖x(j, n0, z0)‖p � V (n0, z0),

откуда вытекает неравенство

n−1∑

j=n0

‖x(j, n0, z0)‖p � 1

c
V (n0, z0),

и устремляя n к бесконечности, получаем

∞∑

j=n0

‖x(j, n0, z0)‖p < +∞,

что и требовалось доказать.
Теорема 8. Пусть для системы разностных уравнений (1) существуют две функции

V : N0 ×BH → R и W : N0 ×BH → R, непрерывные по второму аргументу, такие, что для
некоторых функций a, b, c ∈ K и любых (n, z) ∈ N0×BH выполняются условия (6) и условия

W (n, z) � b(‖x‖), W (n, 0) = 0, (20)

ΔV � −c(W (n, z)). (21)

Тогда нулевое решение системы (1) асимптотически x-устойчиво.
Доказательство. Согласно теореме 1 нулевое решение системы (1) x-устойчиво. Следова-

тельно, для H > 0 и n0 ∈ N0 существует δ = δ(n0,H) > 0 такое, что ‖x(n, n0, z0)‖ < H, если
z0 ∈ Bδ. Покажем, что нулевое решение системы (1) x-притягивающее. Для этого докажем,
что W (n, z(n, n0, z0)) → 0 при n → +∞. Предположим противное. Это возможно только в
том случае, если существуют σ > 0 и последовательность натуральных чисел {ni} такие,
что lim

i→∞
ni = +∞ и W (ni, z(ni, n0, z0)) � σ. В силу оценки (21) это означает выполнение

неравенств

ΔV (ni, z(ni, n0, z0)) � −c(σ) < 0, V (ni + 1, z(ni + 1, n0, z0)) � V (n0, z0)− ic(σ),

т.е. lim
n→+∞

V (ni + 1, z(ni + 1, n0, z0)) = −∞, что противоречит условию (6). Полученное про-

тиворечие доказывает, что lim
n→+∞

W (n, z(n, n0, z0)) = 0, откуда в силу оценки (20) имеем

lim
n→+∞

‖x(n, n0, z0)‖ = 0. Это доказывает x-притяжение решения (2) системы (1).

Полагая в доказанной теореме W (n, z) = ‖x‖, получаем
Следствие. Если для системы разностных уравнений (1) существует такая функция

V : N0×BH → R, что для некоторых функций a, c ∈ K и любых (n, z) ∈ N0×BH выполняют-
ся условия (6) и неравенство ΔV (n, z) � −c(‖x‖), то её нулевое решение асимптотически
x-устойчиво.

Заключение. В работе для общей системы разностных (дискретных) уравнений полу-
чен ряд достаточных условий, при выполнении которых её нулевое решение обладает свой-
ством устойчивости относительно части переменных или некоторыми модификациями этого
свойства.
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