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Дано обоснование метода коллокации для системы интегральных уравнений в задачах
экранирования электромагнитных полей для цилиндрических тел. Система интегральных
уравнений в специально выбранных точках аппроксимируется системой алгебраических
уравнений, для которой устанавливается существование и единственность решения. Дока-
зывается сходимость решения полученной системы алгебраических уравнений к точному
решению системы интегральных уравнений и указывается скорость сходимости метода.
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1. Введение и постановка задачи. Рассмотрим в однородном изотропном пространстве
цилиндрическое тело Ω1 с поперечным сечением D1 и с образующей, направленной вдоль
оси z, боковая поверхность которого представляет собой тонкий экран SΛ толщиной Λ. Для
упрощения системы интегральных уравнений экран SΛ заменяется идеально тонкой поверх-
ностью S, на которой вводятся специальные граничные условия (см. [1]). Обозначим через
Ω2 область вне тела Ω1 (т.е. R

3 = Ω1
⋃

S
⋃

Ω2), а через D2 сечение области Ω2 плоскостью
z = const. Среда в области Ωj (j = 1, 2) характеризуется электромагнитными параметра-
ми γj = 0, εj и μj, а материал экрана – параметрами γ, ε и μ. Пусть замкнутая кривая
Ляпунова Γ является контуром ортогонального сечения поверхности S, а �n(y) – внешняя
единичная нормаль в точке y ∈ Γ. В работе [2] показано, что если электромагнитное по-
ле распространяется ортогонально образующей цилиндра, то краевая задача экранирования
сводится к следующей краевой задаче:

Δu1 + k21u1 = 0 в D1, Δu′2 + k22u
′
2 = 0 в D2,

u1|Γ =

(

α1
∂u1
∂�n

+ α2
∂u2
∂�n

)∣
∣
∣
∣
Γ

,

u2|Γ =

(

β1
∂u1
∂�n

+ β2
∂u2
∂�n

)∣
∣
∣
∣
Γ

, u2 = u0 + u′2, (1)

где Δ – оператор Лапласа, kj = ω
√
εjμj (j = 1, 2),

α1 =
1

2ωμ1

(
1

Π
−N

)

, α2 = − 1

2ωμ2

(
1

Π
+N

)

,

β1 =
1

2ωμ1

(
1

Π
+N

)

, β2 = − 1

2ωμ2

(
1

Π
−N

)

,

N =
1

2
ωμΛ, Π =

1

2
ω

(

ε+ i
γ

ω

)

Λ,

ω – круговая частота поля, а u0 – потенциал источника, определяющий внешнее электромаг-
нитное поле, воздействующее на экран.

Используя интегральную формулу Грина, в работе [2] доказано, что неизвестные функции

ϕ(x) = u1(x)|x∈Γ и ψ(x) =
∂u1(x)

∂�n(x)

∣
∣
∣
∣
x∈Γ
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удовлетворяют системе интегральных уравнений

ϕ(x) +

∫

Γ

(K11(x, y)ϕ(y) +K12(x, y)ψ(y)) dly = 0,

ψ(x) +

∫

Γ

(K21(x, y)ϕ(y) +K22(x, y)ψ(y)) dly = 2
α2

δ
u0(x),

которую запишем в виде
ϕ(x) + (A11ϕ)(x) + (A12ψ)(x) = 0,

ψ(x) + (A21ϕ)(x) + (A22ψ)(x) = 2
α2

δ
u0(x), (2)

здесь

(Ajmf)(x) =

∫

Γ

Kjm(x, y)f(y) dly , x ∈ Γ, j,m = 1, 2,

K11(x, y) =
1

π

∂G1(x, y)

∂�n(y)
, K12(x, y) = − 1

π
G1(x, y),

K21(x, y) =
1

πδ

[

G2(x, y)− β2

(
∂G1(x, y)

∂�n(y)
+

∂G2(x, y)

∂�n(y)

)]

,

K22(x, y) =
1

πδ

[

β2G1(x, y)− α1G2(x, y)− δ
∂G2(x, y)

∂�n(y)

]

,

δ = α2β1 − α1β2, Gj(x, y) =
πi

2
H

(1)
0 (kj |x − y|) – фундаментальное решение уравнения Гельм-

гольца в Dj (j = 1, 2), H
(1)
0 – функция Ханкеля первого рода нулевого порядка, определяемая

формулой H
(1)
0 (w) = J0(w) + iN0(w), где

J0(w) =

∞∑

m=0

(−1)m

(m!)2

(
w

2

)2m

– функция Бесселя нулевого порядка,

N0(w) =
2

π

(

ln
w

2
+ C

)

J0(w) +

∞∑

m=1

( m∑

l=1

1

l

)
(−1)m+1

(m!)2

(
w

2

)2m

– функция Неймана нулевого порядка, а C = 0.57721 . . . – постоянная Эйлера.
Из задачи (1) следует, что

u′2(y) =
β2
α2

ϕ(y) +
δ

α2
ψ(y)− u0(y), y ∈ Γ,

∂u′2(y)

∂�n(y)
=

1

α2
ϕ(y) − α1

α2
ψ(y)− ∂u0(y)

∂�n(y)
, y ∈ Γ.

При этом функции (см. [2])

u1(x) =
1

2π

∫

Γ

[

G1(x, y)
∂u1(y)

∂�n(y)
− u1(y)

∂G1(x, y)

∂�n(y)

]

dly, x ∈ D1,

u′2(x) = − 1

2π

∫

Γ

[

G2(x, y)
∂u′2(y)

∂�n(y)
− u′2(y)

∂G2(x, y)

∂�n(y)

]

dly, x ∈ D2,

являются решением краевой задачи (1).
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Известно, что, вообще говоря, найти точное решение системы интегральных уравнений
(2) невозможно. Поэтому возникает интерес к исследованию её приближённого решения с
теоретическим обоснованием. Отметим, что в работах [3–8] изучены приближённые решения
некоторых классов систем интегральных уравнений. Но исследование приближённого реше-
ния системы интегральных уравнений (2) до настоящего времени отсутствовало. Кроме того,
в работе [9] построена квадратурная формула для логарифмических потенциалов простого
и двойного слоёв, а в работе [10] – квадратурная формула для их потенциалов. Однако в
работе [10] для этого использована асимптотическая формула для функции Ханкеля перво-
го рода нулевого порядка, которая не позволяет определить скорость сходимости указанных
квадратурных формул. Поэтому более практичный способ построения квадратурных формул
для потенциалов простого и двойного слоёв, а также исследование приближённого решения
системы интегральных уравнений (2) имеют важное значение, чему и посвящена настоящая
работа.

2. Построение квадратурной формулы. Предположим, что кривая Γ ⊂ R
2 задана

параметрическим уравнением x(t) = (x1(t), x2(t)), t ∈ [a, b]. Разобьём промежуток [a, b] на
n > 2M0(b− a)/d равных частей точками tp = a+ (b− a)p/n, p = 0, n, здесь

M0 = max
t∈[a,b]

√
(x′1(t))

2 + (x′2(t))
2 < +∞

(см. [11, с. 560]) и d – стандартный радиус (см. [12, с. 400]). В качестве опорных точек возьмём
x(τp), p = 1, n, где τp = a+(b− a)(2p − 1)/(2n). Тогда кривая Γ разбивается на элементарные
части Γ =

⋃n
p=1 Γp, где Γp = {x(t) : tp−1 � t � tp}. В дальнейшем запись a(n) ∼ b(n) означает,

что
C1 � a(n)

b(n)
� C2 для всех n ∈ N,

где C1 и C2 – положительные постоянные, не зависящие от n.
Известно, что (см. [9])
1) для каждого p ∈ {1, 2, . . . , n} имеет место отношение rp(n) ∼ Rp(n), где

rp(n) = min{|x(τp)− x(tp−1)|, |x(tp)− x(τp)|}, Rp(n) = max{|x(τp)− x(tp−1)|, |x(tp)− x(τp)|};

2) для любого p ∈ {1, 2, . . . , n} выполняется неравенство Rp(n) � d/2;
3) для всех p, j ∈ {1, 2, . . . , n} справедливо отношение rj(n) ∼ rp(n);

4) имеют место отношения r(n) ∼ R(n) ∼ 1

n
, где R(n) = max

p=1,n
Rp(n), r(n) = min

p=1,n
rp(n).

В дальнейшем такое разбиение будем называть разбиением кривой Γ на регулярные эле-
ментарные части.

Поступая точно так же, как и в доказательстве леммы 2.1 работы [13], несложно показать,
что справедлива

Лемма. Существуют такие постоянные C ′
0 > 0 и C ′

1 > 0, не зависящие от n, для
которых при всех p, j ∈ {1, 2, . . . , n}, j �= p, и любом y ∈ Γj справедливо двойное неравенство

C ′
0|y − x(τp)| � |x(τj)− x(τp)| � C ′

1|y − x(τp)|.

Через C(Γ) обозначим пространство всех непрерывных функций на Γ с нормой ‖ϕ‖∞ =
= max

x∈Γ
|ϕ(x)| и для функции ϕ ∈ C(Γ) вводим модуль непрерывности

ω(ϕ, h) = max
|x−y|�h
x,y∈Γ

|ϕ(x) − ϕ(y)|, h > 0.

Обозначим
Kn

11(x, y) =
1

π

∂Gn
1 (x, y)

∂�n(y)
, Kn

12(x, y) = − 1

π
Gn

1 (x, y),
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Kn
21(x, y) =

1

πδ

[

Gn
2 (x, y)− β2

(
∂Gn

1 (x, y)

∂�n(y)
+

∂Gn
2 (x, y)

∂�n(y)

)]

,

Kn
22(x, y) =

1

πδ

[

β2G
n
1 (x, y) − α1G

n
2 (x, y)− δ

∂Gn
2 (x, y)

∂�n(y)

]

,

где n ∈ N и

Gn
j (x, y) =

πi

2
H

(1)
0,n(kj |x− y|), x, y ∈ Γ, x �= y, j = 1, 2,

H
(1)
0,n(w) = J0,n(w) + iN0,n(w), J0,n(w) =

n∑

m=0

(−1)m

(m!)2

(
w

2

)2m

и

N0,n(w) =
2

π

(

ln
w

2
+ C

)

J0,n(w) +

n∑

m=1

( m∑

l=1

1

l

)
(−1)m+1

(m!)2

(
w

2

)2m
.

Нетрудно вычислить, что

∂Gn
j (x, y)

∂�n(y)
=

πi

2

(
∂J0,n(kj |x− y|)

∂�n(y)
+ i

∂N0,n(kj |x− y|)
∂�n(y)

)

, j = 1, 2,

где
∂J0,n(kj |x− y|)

∂�n(y)
= (y − x, �n(y))

n∑

m=1

(−1)mk2mj |x− y|2m−2

22m−1(m− 1)!m!
, j = 1, 2,

и

∂N0,n(kj |x− y|)
∂�n(y)

=
2

π

(

ln
kj |x− y|

2
+ C

)
∂J0,n(kj |x− y|)

∂�n(y)
+

2(y − x, �n(y))

π|x− y|2 J0,n(kj |x− y|) +

+ (y − x, �n(y))

n∑

m=1

( m∑

l=1

1

l

)
(−1)m+1k2mj |x− y|2m−2

22m−1(m− 1)!m!
, j = 1, 2.

Построим сначала квадратурную формулу для интеграла (A12ψ)(x), x ∈ Γ. Далее через
M обозначается положительная постоянная, разная в различных неравенствах.

Справедлива следующая
Теорема 1. Пусть Γ ⊂ R

2 – простая замкнутая кривая Ляпунова с показателем 0 <
< α � 1 и ψ ∈ C(Γ). Тогда выражение

(An
12ψ)(x(τp)) =

b− a

n

n∑

j=1
j �=p

Kn
12(x(τp), x(τj))

√
(x′1(τj))

2 + (x′2(τj))
2ψ(x(τj))

в опорных точках x(τp), p = 1, n, является квадратурной формулой для интеграла
(A12ψ)(x), x ∈ Γ, причём справедливы следующие оценки:

max
p=1,n

|(A12ψ)(x(τp))− (An
12ψ)(x(τp))| � M

(

ω(ψ, 1/n) + ‖ψ‖∞
1

nα

)

при 0 < α < 1,

max
p=1,n

|(A12ψ)(x(τp))− (An
12ψ)(x(τp))| � M

(

ω(ψ, 1/n) + ‖ψ‖∞
lnn

n

)

при α = 1.

Доказательство. Несложно видеть, что

(A12ψ)(x(τp))− (An
12ψ)(x(τp)) = − 1

π

∫

Γp

G1(x(τp), y)ψ(y) dly −
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− 1

π

n∑

j=1
j �=p

∫

Γj

(G1(x(τp), y)−Gn
1 (x(τp), x(τj)))ψ(y) dly−

1

π

n∑

j=1
j �=p

∫

Γj

Gn
1 (x(τp), x(τj))(ψ(y)−ψ(x(τj ))) dly−

− 1

π

n∑

j=1
j �=p

tj∫

tj−1

Gn
1 (x(τp), x(τj))

(√
(x′1(t))

2 + (x′2(t))
2 −

√
(x′1(τj))

2 + (x′2(τj))
2

)

ψ(x(τj)) dt.

Слагаемые в правой части этого равенства обозначим в порядке их следования через hn1 (x(τp)),
hn2 (x(τp)), hn3 (x(τp)) и hn4 (x(τp)).

Очевидно, что

|J0(k1|x− y|)| �
∞∑

m=0

(|k1|diamL)2m

4m(m!)2
� M, x, y ∈ Γ, (3)

и
∣
∣
∣
∣

∞∑

m=1

( m∑

l=1

1

l

)
(−1)m+1

(m!)2

(
k1|x− y|

2

)2m∣∣
∣
∣ �

∞∑

m=1

( m∑

l=1

1

l

)
(|k1|diamL)2m

4m(m!)2
� M, x, y ∈ Γ. (4)

Следовательно, имеет место неравенство

|G1(x, y)| � M | ln |x− y||, x, y ∈ Γ, x �= y. (5)

Тогда, применяя формулу вычисления криволинейного интеграла, находим

|hn1 (x(τp))| � 1

π
‖ψ‖∞

∫

Γp

|G1(x(τp), y)| dly � M‖ψ‖∞

R(n)∫

0

| ln τ |dτ � M‖ψ‖∞R(n)| lnR(n)|.

Пусть y ∈ Γj и j �= p. Учитывая лемму, получаем

||x(τp)− y|q − |x(τp)− x(τj)|q| � Mq|x(τj)− y||x(τp)− y|q−1 � MqR(n)(diamL)q−1 (6)

и
| ln(k1|x(τp)− y|)− ln(k1|x(τp)− x(τj)|)| =

∣
∣
∣
∣ ln

(

1 +
|x(τp)− x(τj)| − |x(τp)− y|

|x(τp)− y|

)∣
∣
∣
∣ �

�
∣
∣
∣
∣ ln

(

1 +
|x(τj)− y|
|x(τp)− y|

)∣
∣
∣
∣ � M

R(n)

|x(τp)− y| , (7)

где q ∈ N. Тогда, принимая во внимание неравенства (3), (4), (6) и (7), будем иметь

|G1(x(τp), y)−G1(x(τp), x(τj))| �

� π

2

∣
∣
∣
∣

∞∑

m=0

(−1)m

(m!)2

((
k1|x(τp)− y|

2

)2m
−
(
k1|x(τp)− x(τj)|

2

)2m)∣∣
∣
∣+

+

∣
∣
∣
∣

(

ln
k1|x(τp)− x(τj)|

2
+ C

) ∞∑

m=0

(−1)m

(m!)2

((
k1|x(τp)− y|

2

)2m
−
(
k1|x(τp)− x(τj)|

2

)2m)∣∣
∣
∣+

+

∣
∣
∣
∣(ln(k1|x(τp)− y|)− ln(k1|x(τp)− x(τj)|))

∞∑

m=0

(−1)m

(m!)2

(
k1|x(τp)− y|

2

)2m∣∣
∣
∣+
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+
π

2

∣
∣
∣
∣

∞∑

m=1

( m∑

l=1

1

l

)
(−1)m+1

(m!)2

((
k1|x(τp)− y|

2

)2m
−
(
k1|x(τp)− x(τj)|

2

)2m)∣∣
∣
∣ � MR(n)

|x(τp)− y| .

Кроме того, учитывая неравенства

|J0(k1|x− y|)− J0,n(k1|x− y|)| �
∞∑

m=n+1

|k1|2m|x− y|2m
4m(m!)2

� M

(n + 1)!
, x, y ∈ Γ, (8)

и
|N0(k1|x− y|)−N0,n(k1|x− y|)| � M | ln |x− y||

(n+ 1)!
, x, y ∈ Γ, (9)

получаем

|G1(x(τp), x(τj))−Gn
1 (x(τp), x(τj))| � M | ln |x(τp)− x(τj)||

(n + 1)!
� M

(n+ 1)!|x(τp)− y| .

В результате находим, что

|G1(x(τp), y)−Gn
1 (x(τp), x(τj))| � |G1(x(τp), y)−G1(x(τp), x(τj))|+

+ |G1(x(τp), x(τj))−Gn
1 (x(τp), x(τj))| � M

|x(τp)− y|

(

R(n) +
1

(n+ 1)!

)

.

Следовательно,

|hn2 (x(τp))| � M‖ψ‖∞
(

R(n) +
1

(n+ 1)!

) diamL∫

r(n)

dτ

τ
� M‖ψ‖∞

(

R(n) +
1

(n+ 1)!

)

| lnR(n)|.

Из неравенства (5) вытекает сходимость несобственного интеграла
∫

Γ

|G1(x, y)| dly ,

а также неравенство ∫

Γ

|G1(x, y)| dly � M, x ∈ Γ.

Тогда из неравенств (8) и (9) следует, что
∫

Γ

|Gn
1 (x, y)| dly �

∫

Γ

|G1(x, y)| dly +
∫

Γ

|G1(x, y)−Gn
1 (x, y)| dly � M, x ∈ Γ, n ∈ N.

В итоге, принимая во внимание лемму, будем иметь

|hn3 (x(τp))| � Mω(ψ,R(n))

∫

Γ

|Gn
1 (x(τp), y)| dly � Mω(ψ,R(n)).

Очевидно, что
∣
∣
∣
∣

√
(x′1(t))

2 + (x′2(t))
2 −

√
(x′1(τj))

2 + (x′2(τj))
2

∣
∣
∣
∣ � M(R(n))α, t ∈ [tj−1, tj]. (10)
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Пусть y ∈ Γj и j �= p. Учитывая лемму и неравенства (3) и (4), получаем

|J0,n(k1|x(τp)− x(τj)|)| �
n∑

m=0

(|k1|diamL)2m

4m(m!)2
� M, n ∈ N,

и
|N0,n(k1|x(τp)− x(τj)|)| � M | ln |x(τp)− y||, n ∈ N.

Поэтому
|Gn

1 (x(τp), x(τj))| � M | ln |x(τp)− y||, n ∈ N.

Отсюда заключаем, что

|hn4 (x(τp))| � M‖ψ‖∞(R(n))α
n∑

j=1
j �=p

tj∫

tj−1

|Gn
1 (x(τp), x(τj))| dt �

� M‖ψ‖∞(R(n))α
n∑

j=1
j �=p

∫

Γj

|Gn
1 (x(τp), x(τj))| dly �

� M‖ψ‖∞(R(n))α
∫

Γ

| ln |x(τp)− y|| dly � M‖ψ‖∞(R(n))α.

В результате, суммируя полученные оценки для выражений hn1 (x(τp)), hn2 (x(τp)), hn3 (x(τp))
и hn4 (x(τp)) и принимая во внимание отношение R(n) ∼ 1/n, завершаем доказательство тео-
ремы 1.

Теперь построим квадратурную формулу для интеграла (A11ϕ)(x), x ∈ Γ.
Теорема 2. Пусть Γ ⊂ R

2 – простая замкнутая кривая Ляпунова с показателем 0 <
< α � 1 и ϕ ∈ C(Γ). Тогда выражение

(An
11ϕ)(x(τp)) =

b− a

n

n∑

j=1
j �=p

Kn
11(x(τp), x(τj))

√
(x′1(τj))

2 + (x′2(τj))
2ϕ(x(τj))

в опорных точках x(τp), p = 1, n, является квадратурной формулой для интеграла
(A11ϕ)(x), x ∈ Γ, причём справедлива следующая оценка:

max
p=1,n

|(A11ϕ)(x(τp))− (An
11ϕ)(x(τp))| � M

(

ω(ϕ, 1/n) + ‖ϕ‖∞
lnn

nα

)

.

Доказательство. Нетрудно видеть, что

(A11ϕ)(x(τp))− (An
11ϕ)(x(τp)) =

1

π

∫

Γp

∂G1(x(τp), y)

∂�n(y)
ϕ(y) dly +

+
1

π

n∑

j=1
j �=p

∫

Γj

(
∂G1(x(τp), y)

∂�n(y)
− ∂Gn

1 (x(τp), x(τj))

∂�n(x(τj))

)

ϕ(y) dly +

+
1

π

n∑

j=1
j �=p

∫

Γj

∂Gn
1 (x(τp), x(τj))

∂�n(x(τj))
(ϕ(y)− ϕ(x(τj))) dly +
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+
1

π

n∑

j=1
j �=p

tj∫

tj−1

∂Gn
1 (x(τp), x(τj))

∂�n(x(τj))

(√
(x′1(t))

2 + (x′2(t))
2 −

√
(x′1(τj))

2 + (x′2(τj))
2

)

ϕ(x(τj)) dt.

Слагаемые в правой части этого равенства обозначим в порядке их следования через δn1 (x(τp)),
δn2 (x(τp)), δn3 (x(τp)) и δn4 (x(τp)).

Несложно убедиться, что

∂G1(x, y)

∂�n(y)
=

πi

2

(
∂J0(k1|x− y|)

∂�n(y)
+ i

∂N0(k1|x− y|)
∂�n(y)

)

,

где
∂J0(k1|x− y|)

∂�n(y)
= (y − x, �n(y))

∞∑

m=1

(−1)mk2m1 |x− y|2m−2

22m−1(m− 1)!m!

и

∂N0(k1|x− y|)
∂�n(y)

=
2

π

(

ln
k1|x− y|

2
+ C

)
∂J0(k1|x− y|)

∂�n(y)
+

2(y − x, �n(y))

π|x− y|2 J0(k1|x− y|) +

+ (y − x, �n(y))

∞∑

m=1

( m∑

l=1

1

l

)
(−1)m+1k2m1 |x− y|2m−2

22m−1(m− 1)!m!
.

Так как (см. [12, с. 403])
|(y − x, �n(y))| � M |x− y|1+α, (11)

то ∣
∣
∣
∣
∂J0(k1|x− y|)

∂�n(y)

∣
∣
∣
∣ � M |x− y|1+α (12)

и ∣
∣
∣
∣
∂N0(k1|x− y|)

∂�n(y)

∣
∣
∣
∣ � M

(

|x− y|1+α| ln |x− y||+ 1

|x− y|1−α
+ |x− y|1+α

)

, (13)

а значит, ∣
∣
∣
∣
∂G1(x, y)

∂�n(y)

∣
∣
∣
∣ �

M

|x− y|1−α
, x, y ∈ Γ, x �= y. (14)

Поэтому, учитывая формулу вычисления криволинейного интеграла, получаем

|δn1 (x(τp))| � M‖ϕ‖∞

R(n)∫

0

dτ

τ1−α
� M‖ϕ‖∞(R(n))α.

Пусть y ∈ Γj и j �= p. В силу леммы и неравенства (11) очевидно, что

|(y − x(τp), �n(y))− (x(τj)− x(τp), �n(x(τj)))| =

= |(y − x(τj), �n(y))|+ |(x(τj)− x(τp), �n(y)− �n(x(τj)))| � M |y − x(τp)|(R(n))α. (15)

Тогда, учитывая неравенства (6), будем иметь
∣
∣
∣
∣
∂J0(k1|x(τp)− y|)

∂�n(y)
− ∂J0(k1|x(τp)− x(τj)|)

∂�n(x(τj))

∣
∣
∣
∣ �

� |(y − x(τp), �n(y))− (x(τj)− x(τp), �n(x(τj)))|
∞∑

m=1

|k1|2m|x(τp)− y|2m−2

22m−1(m− 1)!m!
+
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+|(x(τj)− x(τp), �n(x(τj)))|
∞∑

m=1

|k1|2m||x(τp)− x(τj)|2m−2 − |x(τp)− y|2m−2|
22m−1(m− 1)!m!

�

� M |y − x(τp)|(R(n))α. (16)

Кроме того, вследствие леммы и неравенств (11), (15) и (16) получаем
∣
∣
∣
∣
(y − x(τp), �n(y))

|x(τp)− y|2 − (x(τj)− x(τp), �n(x(τj)))

|x(τp)− x(τj)|2

∣
∣
∣
∣ � M

(
R(n)

|x(τp)− y|2−α
+

(R(n))α

|x(τp)− y|

)

.

Тогда, принимая во внимание неравенства (3), (7), (12), (13), (15) и (16), нетрудно показать,
что

∣
∣
∣
∣
∂N0(k1|x(τp)− y|)

∂�n(y)
− ∂N0(k1|x(τp)− x(τj)|)

∂�n(x(τj))

∣
∣
∣
∣ � M

(
R(n)

|x(τp)− y|2−α
+

(R(n))α

|x(τp)− y|

)

.

В результате находим
∣
∣
∣
∣
∂G1(x(τp), y)

∂�n(y)
− ∂G1(x(τp), x(τj))

∂�n(x(τj))

∣
∣
∣
∣ � M

(
R(n)

|x(τp)− y|2−α
+

(R(n))α

|x(τp)− y|

)

.

Учитывая неравенство
∣
∣
∣
∣
∂G1(x(τp), x(τj))

∂�n(x(τj))
− ∂Gn

1 (x(τp), x(τj))

∂�n(x(τj))

∣
∣
∣
∣ � M

|x(τp)− y|1−αn!
, (17)

заключаем, что
∣
∣
∣
∣
∂G1(x(τp), y)

∂�n(y)
− ∂Gn

1 (x(τp), x(τj))

∂�n(x(τj))

∣
∣
∣
∣ � M

(
R(n)

|x(τp)− y|2−α
+

(R(n))α

|x(τp)− y| +
1

|x(τp)− y|1−αn!

)

.

В итоге имеем

|δn2 (x(τp))| � M‖ϕ‖∞
(

R(n)

diamL∫

r(n)

dτ

τ2−α
+ (R(n))α

diamL∫

r(n)

dτ

τ
+

1

n!

diamL∫

r(n)

dτ

τ1−α

)

�

� M‖ϕ‖∞
(

(R(n))α| lnR(n)|+ 1

n!

)

.

Пусть y ∈ Γj и j �= p. Так как из леммы и неравенств (14) и (17) следует, что
∣
∣
∣
∣
∂Gn

1 (x(τp), x(τj))

∂�n(x(τj))

∣
∣
∣
∣ �

∣
∣
∣
∣
∂G1(x(τp), x(τj))

∂�n(x(τj))

∣
∣
∣
∣+

∣
∣
∣
∣
∂G1(x(τp), x(τj))

∂�n(x(τj))
− ∂Gn

1 (x(τp), x(τj))

∂�n(x(τj))

∣
∣
∣
∣ �

� M

|x(τp)− x(τj)|1−α
+

M

|x(τp)− y|1−αn!
� M

|x(τp)− y|1−α
, n ∈ N, (18)

то
|δn3 (x(τp))| � 1

π
ω(ϕ,R(n))

∫

Γ

∣
∣
∣
∣
∂Gn

1 (x(τp), x(τj))

∂�n(x(τj))

∣
∣
∣
∣ dly � Mω(ϕ,R(n)).

Кроме того, учитывая лемму и неравенства (10) и (18), получаем

|δn4 (x(τp))| � M‖ϕ‖∞(R(n))α
n∑

j=1
j �=p

tj∫

tj−1

∣
∣
∣
∣
∂Gn

1 (x(τp), x(τj))

∂�n(x(τj))

∣
∣
∣
∣ dt �
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� M‖ϕ‖∞(R(n))α
∫

Γ

∣
∣
∣
∣
∂Gn

1 (x(τp), x(τj))

∂�n(x(τj))

∣
∣
∣
∣ dly � M‖ϕ‖∞(R(n))α.

В результате, суммируя полученные оценки для выражений δn1 (x(τp)), δn2 (x(τp)), δn3 (x(τp))
и δn4 (x(τp)) и учитывая отношение R(n) ∼ 1/n, завершаем доказательство теоремы 2.

Аналогичным образом доказывается справедливость следующих теорем.
Теорема 3. Пусть Γ ⊂ R

2 – простая замкнутая кривая Ляпунова с показателем 0 <
< α � 1 и ϕ ∈ C(Γ). Тогда выражение

(An
21ϕ)(x(τp)) =

b− a

n

n∑

j=1
j �=p

Kn
21(x(τp), x(τj))

√
(x′1(τj))

2 + (x′2(τj))
2ϕ(x(τj))

в опорных точках x(τp), p = 1, n, является квадратурной формулой для интеграла
(A21ϕ)(x), x ∈ Γ, причём справедлива следующая оценка:

max
p=1,n

|(A21ϕ)(x(τp))− (An
21ϕ)(x(τp))| � M

(

ω(ϕ, 1/n) + ‖ϕ‖∞
lnn

nα

)

.

Теорема 4. Пусть Γ ⊂ R
2 – простая замкнутая кривая Ляпунова с показателем 0 <

< α � 1 и ψ ∈ C(Γ). Тогда выражение

(An
22ψ)(x(τp)) =

b− a

n

n∑

j=1
j �=p

Kn
22(x(τp), x(τj))

√
(x′1(τj))

2 + (x′2(τj))
2ψ(x(τj))

в опорных точках x(τp), p = 1, n, является квадратурной формулой для интеграла
(A22ψ)(x), x ∈ Γ, причём справедлива следующая оценка:

max
p=1,n

|(A22ψ)(x(τp))− (An
22ψ)(x(τp))| � M

(

ω(ψ, 1/n) + ‖ψ‖∞
lnn

nα

)

.

3. Обоснование метода коллокации для системы уравнений (1). Пусть C
2n – прост-

ранство 2n-мерных векторов z2n = (z2n1 , z2n2 , . . . , z2n2n)
т, z2nl ∈ C, l = 1, 2n, с нормой ‖z2n‖ =

= max
l=1,2n

|z2nl |, где запись “ aт ” означает транспонировaние вектора a. Рассмотрим квадратную

матрицу A2n = (apj)
2n
p,j=1 порядка 2n с элементами

apj =
|sgn (p − j)|(b− a)

n
Kn

11(x(τp), x(τj))
√

(x′1(τj))
2 + (x′2(τj))

2

при p = 1, n и j = 1, n;

apj =
|sgn (p− j + n)|(b− a)

n
Kn

12(x(τp), x(τj−n))
√

(x′1(τj−n))2 + (x′2(τj−n))2

при p = 1, n и j = n+ 1, 2n;

apj =
|sgn (p− j − n)|(b− a)

n
Kn

21(x(τp−n), x(τj))
√

(x′1(τj))
2 + (x′2(τj))

2

при p = n+ 1, 2n и j = 1, n;

apj =
|sgn (p− j)|(b − a)

n
Kn

22(x(τp−n), x(τj−n))
√

(x′1(τj−n))2 + (x′2(τj−n))2
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при p = n+ 1, 2n и j = n+ 1, 2n.
Если через z2np , p = 1, n, обозначим приближённое значение величины ϕ(x(τp)), а через

z2np+n, p = 1, n, – приближённое значение величины ψ(x(τp)), то, используя построенные квад-
ратурные формулы для интегралов (Ajmf)(x), x ∈ Γ, j,m = 1, 2, систему интегральных
уравнений (2) заменим системой алгебраических уравнений относительно z2n ∈ C

2n, которую
запишем в виде

z2np +

2n∑

j=1

apjz
2n
j = 0, p = 1, n,

z2np +

2n∑

j=1

apjz
2n
j = 2

α2

δ
u0(x(τp)), p = n+ 1, 2n. (19)

Сформулируем основной результат настоящей работы.
Теорема 5. Пусть функция u0 непрерывна на кривой Γ. Тогда система уравнений (2)

и система уравнений (19) для несобственных частот имеют единственные решения ρ∗ =
= (ϕ∗, ψ∗)т ∈ C(Γ)× C(Γ) и w2n ∈ C

2n (n � n0) соответственно, причём

max
p=1,n

|w2n
p − ϕ∗(x(τp))| � M

(

ω(u0, 1/n) +
lnn

nα

)

,

max
p=1,n

|w2n
p+n − ψ∗(x(τp))| � M

(

ω(u0, 1/n) +
lnn

nα

)

.

Доказательство. Для обоснования метода коллокации воспользуемся теоремой Г.М. Вай-
никко о сходимости для линейных операторных уравнений (см. [14]). Для этого сначала запи-
шем уравнения (2) и (19) в операторном виде.

Рассмотрим матричный оператор 2-го порядка

A =

(
A11 A12

A21 A22

)

,

определённый в пространстве C(Γ)×C(Γ). Тогда систему интегральных уравнений (2) можно
записать в виде

(I +A)ρ = χ, (20)

где I – единичный оператор на C(Γ)× C(Γ), ρ = (ϕ,ψ)т и χ = (0, 2α2u0/δ)
т. Отметим, что

пространство C(Γ)× C(Γ) является банаховым с нормой

‖ρ‖1 = max{‖ϕ‖∞, ‖ψ‖∞}.

Очевидно, что систему алгебраических уравнений (19) можно записать в виде

(I2n +A2n)z2n = χ2n, (21)

где I2n – единичная матрица 2n-го порядка, χ2n = p2nχ, а p2n : C(Γ) × C(Γ) → C
2n –

линейный ограниченный оператор, определяемый формулой

p2nρ = (ϕ(x(τ1)), ϕ(x(τ2)), . . . , ϕ(x(τn)), ψ(x(τ1)), ψ(x(τ2)), . . . , ψ(x(τn)))
т.

Проверим выполнение условий теоремы 4.2 из [14], используя из этой работы обозначения
и необходимые определения и предложения. В работе [2] доказано, что система интегральных
уравнений (2) для несобственных частот k2 �= k

(s)
2 = ωs

√
ε2μ2 (s = 1, 2, . . .) имеет единствен-

ное решение в пространстве C(Γ)× C(Γ) при любых непрерывных правых частях, где k
(s)
2 –

собственные значения внутренней краевой задачи Дирихле

Δu2 + k22u2 = 0 в D1,
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u2|Γ = 0.

Следовательно, Ker (I + A) = {0}. Кроме того, операторы I2n + A2n, n ∈ N, фредгольмо-
вы с нулевым индексом. Принимая во внимание способ разбиения кривой Γ на регулярные
элементарные части, получаем, что для любого ρ ∈ C(Γ)× C(Γ) справедливы равенства

lim
n→∞

‖p2nρ‖ = lim
n→∞

max{max
l=1,n

|ϕ(x(τl))|,max
l=1,n

|ψ(x(τl))|} =

= max{max
x∈Γ

|ϕ(x)|,max
x∈Γ

|ψ(x)|} = ‖ρ‖1.

Поэтому система операторов P = {p2n} является связывающей для пространств C(Γ)×C(Γ)

и C
2n. Тогда χ2n P→ χ и, принимая во внимание теоремы 1–4, получаем, что по определе-

нию 2.1 из [14] отображение I2n + A2n PP→ I + A. Так как, согласно определению 3.2 из [14],
I2n → I устойчиво, то по предложению 3.5 и по определению 3.3 из [14] осталось проверить
условие компактности, которое ввиду предложения 1.1 из [14] равносильно условию: для лю-
бой последовательности {z2n}, z2n ∈ C

2n, ‖z2n‖ � M, существует относительно компактная
последовательность {A2nz

2n} ⊂ C(Γ)× C(Γ) такая, что

‖A2nz2n − p2n(A2nz
2n)‖ → 0 при n → ∞.

В качестве {A2nz
2n} выберем последовательность

(A2nz
2n)(x) =

( 2n∑

j=1

a
(1)
j (x)z2nj ,

2n∑

j=1

a
(2)
j (x)z2nj

)т

,

где

a
(1)
j (x) =

∫

Γj

Kn
11(x, y) dly и a

(2)
j (x) =

∫

Γj

Kn
21(x, y) dly , если j = 1, n.

a
(1)
j (x) =

∫

Γj−n

Kn
12(x, y) dly и a

(2)
j (x) =

∫

Γj−n

Kn
22(x, y) dly , если j = n+ 1, 2n.

Из неравенств (3), (4) и (11) очевидно вытекает, что для любых точек x, y ∈ Γ, x �= y, и
при каждом n ∈ N справедливы следующие оценки:

|Kn
11(x, y)| � M

(

| ln |x− y||+ 1

|x− y|1−α

)

, |Kn
12(x, y)| � M | ln |x− y||,

|Kn
2i(x, y)| � M

(

| ln |x− y||+ 1

|x− y|1−α

)

, i = 1, 2. (22)

Отсюда получаем
∣
∣
∣
∣

2n∑

j=1

a
(m)
j (x)z2nj

∣
∣
∣
∣ � M‖z2n‖, x ∈ Γ, m = 1, 2,

т.е.
|(A2nz

2n)(x)| � M‖z2n‖, x ∈ Γ.

Поэтому, принимая во внимание условие ‖z2n‖ � M, заключаем, что последовательность
{A2nz

2n} равномерно ограниченна.
Теперь возьмём любые точки x′, x′′ ∈ Γ такие, что |x′ − x′′| = h < d/2. Тогда, рассуждая

точно так же, как и в работе [15], несложно показать, что
∣
∣
∣
∣

2n∑

j=1

a
(k)
j (x′)z2nj −

2n∑

j=1

a
(k)
j (x′′)z2nj

∣
∣
∣
∣ � M‖z2n‖h| ln h|, k = 1, 2.
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Следовательно,

|(A2nz
2n)(x′)− (A2nz

2n)(x′′)| � M‖z2n‖|x′ − x′′|| ln |x′ − x′′||,

а значит, {A2nz
2n} ⊂ C(Γ)× C(Γ). Отсюда непосредственно вытекает равностепенная непре-

рывность последовательности {A2nz
2n}. Тогда из теоремы Арцеля следует относительная

компактность последовательности {A2nz
2n}. Кроме того, рассуждая точно так же, как и в

доказательствах теорем 1 и 2, получаем

‖A2nz2n − p2n(A2nz
2n)‖ → 0 при n → ∞.

Тогда, применяя теорему 4.2 из работы [14], заключаем, что уравнения (20) и (21) имеют
единственные решения ρ∗ = (ϕ∗, ψ∗)т ∈ C(Γ) × C(Γ) и w2n ∈ C

2n (n � n0) соответственно,
причём

c1δn � ‖w2n − p2nρ∗‖ � c2δn,

где

c1 = 1/ sup
n�n0

‖I2n+A2n‖ > 0, c2 = sup
n�n0

‖(I2n+A2n)−1‖ < +∞, δn = ‖(I2n+A2n)(p2nρ∗)−χ2n‖.

Принимая во внимание равенство χ2n = p2nχ = p2nρ∗ + p2n(Aρ∗) и оценки погрешности
построенных квадратурных формул для интегралов (Ajmf)(x), x ∈ Γ, j,m = 1, 2, имеем

δn = ‖A2n(p2nρ∗)− p2n(Aρ∗)‖ � M

(

‖ρ∗‖1
lnn

nα
+ ω(ρ∗, 1/n)

)

.

Здесь модуль непрерывности вектор-функций ρ∗ определяется формулой

ω(ρ∗, h) = max
|x−y|�h
x,y∈Γ

√
(ϕ∗(x)− ϕ∗(y))2 + (ψ∗(x)− ψ∗(y))2, h > 0.

Воспользовавшись оценками (22) при n → ∞ и такими же, как и в работе [16], рассужде-
ниями, нетрудно показать, что

|(Ajmf)(x′)− (Ajmf)(x′′)| � M‖f‖∞|x′ − x′′|| ln |x′ − x′′||, x′, x′′ ∈ Γ, j,m = 1, 2.

Следовательно,

|(Aρ∗)(x′)− (Aρ∗)(x
′′)| � M‖ρ∗‖1|x′ − x′′|| ln |x′ − x′′||, x′, x′′ ∈ Γ,

т.е.
ω(Aρ∗, 1/n) � M‖ρ∗‖1

lnn

n
.

Тогда, принимая во внимание неравенства

ω(ρ∗, 1/n) = ω(χ−Aρ∗, 1/n) � ω(χ, 1/n) + ω(Aρ∗, 1/n) � ω(u0, 1/n) +M‖ρ∗‖1
lnn

n

и
‖ρ∗‖1 � ‖(I +A)−1‖‖χ‖1,

получаем, что

δn � M

(

ω(u0, 1/n) +
lnn

nα

)

.

Теорема доказана.
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