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ИТЕРАЦИОННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ
ОПРЕДЕЛЕНИЯ КОЭФФИЦИЕНТА И ИСТОЧНИКА

В УРАВНЕНИИ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ
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Рассматривается начально-краевая задача для уравнения теплопроводности, в котором
коэффициент теплопроводности и одна из функций, входящих в источник, зависят от
времени и неизвестны. Ставится задача определения этих функций по дополнительной
информации о решении начально-краевой задачи. Эта задача сводится к системе нелиней-
ных операторных уравнений для неизвестных функций. Система нелинейных операторных
уравнений используется при построении итерационного метода для определения искомых
функций. Доказывается сходимость итерационного метода.
DOI: 10.31857/S0374064122060048, EDN: CCLWAH

1. Введение. Рассмотрим начально-краевую задачу для уравнения теплопроводности

ut = k(t)uxx + g(t)f(x), 0 < x < π, 0 < t � T, (1.1)

u(0, t) = u(π, t) = 0, 0 � t � T, (1.2)

u(x, 0) = ϕ(x), 0 � x � π. (1.3)

Будем предполагать, что функции k(t) и g(t) непрерывны на отрезке [0, T ], k(t) поло-
жительна на этом отрезке, а функции f(x) и ϕ(x) удовлетворяют условиям

f ∈ C6[0, π], f (2k)(0) = f (2k)(π) = 0, k = 0, 1, 2; (1.4)

ϕ ∈ C6[0, π], ϕ(2k)(0) = ϕ(2k)(π) = 0, k = 0, 1, 2. (1.5)

При сделанных предположениях решение задачи (1.1)–(1.3) существует, единственно и
определяется формулой

u(x, t) =

∞∑

n=1

ϕn exp

(

−n2

t∫

0

k(θ) dθ

)

sin(nx) +

+

∞∑

n=1

fn

t∫

0

exp

(

−n2

t∫

τ

k(θ) dθ

)

g(τ) dτ sin(nx), (1.6)

где

ϕn =
2

π

π∫

0

ϕ(s) sin(ns) ds, fn =
2

π

π∫

0

f(s) sin(ns) ds.

Сформулируем обратную задачу. Пусть функции f(x) и ϕ(x) заданы, а функции k(t) и
g(t) неизвестны. Требуется определить k(t) и g(t), если задана дополнительная информация
о решении задачи (1.1)–(1.3):

ux(0, t) = p(t), 0 � t � T, (1.7)

ux(π, t) = h(t), 0 � t � T, (1.8)

где p(t) и h(t) – известные функции, удовлетворяющие условиям

p, h ∈ C1[0, T ], p(0) = ϕ′(0), h(0) = ϕ′(π). (1.9)
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Исследованию обратных задач для уравнения теплопроводности посвящено большое чис-
ло публикаций (см., например, [1–10] и имеющуюся в них библиографию). Обратные задачи
для параболических уравнений, в которых неизвестными являются две или более функций,
рассматривались в [11–17]. Итерационным методам решения обратных задач для дифферен-
циальных уравнений посвящены работы [18–24].

Целью статьи является разработка и обоснование итерационного численного метода реше-
ния сформулированной обратной задачи.

Дадим определение решения обратной задачи. Далее, чтобы подчеркнуть зависимость ре-
шения задачи (1.1)–(1.3) от функций k(t) и g(t), будем обозначать его через u(x, t; k, g).
Пусть t0 ∈ (0, T ].

Определение. Функции k(t) и g(t) называются решением обратной задачи для t ∈
∈ [0, t0], если: k, g ∈ C[0, t0], k(t) > 0 для t ∈ [0, t0], u(x, t; k, g) удовлетворяет уравнению
(1.1) и условиям (1.2), (1.3), (1.7), (1.8) для t ∈ [0, t0].

Пусть функции k(t) и g(t) являются решением обратной задачи для t ∈ [0, t0]. Выведем
систему нелинейных операторных уравнений для этих функций.

Продифференцировав формулу (1.6) по x, положив x = 0, x = π и использовав условия
(1.7), (1.8), получим для t ∈ [0, t0] равенства

p(t) =
∞∑

n=1

nϕn exp

(

−n2

t∫

0

k(θ) dθ

)

+
∞∑

n=1

nfn

t∫

0

exp

(

−n2

t∫

τ

k(θ) dθ

)

g(τ) dτ, (1.10)

h(t) =
∞∑

n=1

nϕn cos(nπ) exp

(

−n2

t∫

0

k(θ) dθ

)

+

+
∞∑

n=1

nfn cos(nπ)

t∫

0

exp

(

−n2

t∫

τ

k(θ) dθ

)

g(τ) dτ. (1.11)

Введём операторы, действующие на функции k(t) и g(t) :

A1[k](t) = −
∞∑

n=1

n3ϕn exp

(

−n2

t∫

0

k(θ) dθ

)

, (1.12)

A2[k](t) = −
∞∑

n=1

n3ϕn cos(nπ) exp

(

−n2

t∫

0

k(θ) dθ

)

, (1.13)

B1[k; g](t) =

∞∑

n=1

n3fn

t∫

0

exp

(

−n2

t∫

τ

k(θ) dθ

)

g(τ) dτ, (1.14)

B2[k; g](t) =

∞∑

n=1

n3fn cos(nπ)

t∫

0

exp

(

−n2

t∫

τ

k(θ) dθ

)

g(τ) dτ. (1.15)

Продифференцировав равенства (1.10) и (1.11) по t, с помощью определений (1.12)–(1.15)
получим уравнения

p′(t) = k(t)A1[k](t) + g(t)f ′(0)− k(t)B1[k; g](t), 0 � t � t0, (1.16)

h′(t) = k(t)A2[k](t) + g(t)f ′(π)− k(t)B2[k; g](t), 0 � t � t0. (1.17)
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Введём операторы

Q[k; g](t) = B1[k; g](t)A2[k](t)−B2[k; g](t)A1[k](t), (1.18)

C[k; g](t) =
p′(t)f ′(π)− h′(t)f ′(0)

(A1[k](t) −B1[k; g](t))f ′(π)− (A2[k](t)−B2[k; g](t))f ′(0)
, (1.19)

D[k; g](t) =
p′(t)A2[k](t)− h′(t)A1[k](t) + k(t)Q[k; g](t)

A2[k](t)f ′(0) −A1[k](t)f ′(π)
. (1.20)

Решив систему уравнений (1.16), (1.17), с учётом определений (1.18)–(1.20) получим систему
нелинейных операторных уравнений для функций k(t) и g(t) :

k(t) = C[k; g](t), 0 � t � t0, (1.21)

g(t) = D[k; g](t), 0 � t � t0. (1.22)

Таким образом, мы показали, что если функции k(t) и g(t) являются решением обратной
задачи для t ∈ [0, t0], то они удовлетворяют системе нелинейных операторных уравнений
(1.21), (1.22).

2. Итерационный метод и его сходимость. Система операторных уравнений (1.21),
(1.22) позволяет определить итерационный процесс для решения обратной задачи.

Найдём начальное приближение. Будем предполагать, что выполнено условие

(p′(0)f ′(π)− h′(0)f ′(0))(ϕ′′′(0)f ′(π)− ϕ′′′(π)f ′(0)) > 0. (2.1)

Положив в уравнениях (1.21), (1.22) значение t = 0, получим

k(0) = k0 =
p′(0)f ′(π)− h′(0)f ′(0)

ϕ′′′(0)f ′(π)− ϕ′′′(π)f ′(0)
> 0, (2.2)

g(0) = g0 =
p′(0)ϕ′′′(π)− h′(0)ϕ′′′(0)

f ′(0)ϕ′′′(π)− f ′(π)ϕ′′′(0)
.

Рассмотрим итерационный процесс

km+1(t) = C[km; gm](t), 0 � t � t0, m = 0, 1, 2, . . . , (2.3)

gm+1(t) = D[km; gm](t), 0 � t � t0, m = 0, 1, 2, . . . , (2.4)

где k0(t) = k0, g0(t) = g0, и докажем его сходимость к решению обратной задачи.
Теорема. Пусть функции f(x), ϕ(x), p(t) и h(t) удовлетворяют условиям (1.4), (1.5),

(1.9) и (2.1). Тогда существует t0 ∈ (0, T ] такое, что последовательности функций km(t),
gm(t), m = 0, 1, 2 . . . , определённых итерационным процессом (2.3), (2.4), равномерно схо-
дятся на отрезке [0, t0] к функциям k̄(t), ḡ(t), являющимся решением обратной задачи для
t ∈ [0, t0].

Доказательство. Обозначим через C̄[0, t0] пространство вектор-функций

r(t) = {k(t); g(t)},

непрерывных на отрезке [0, t0] с нормой

‖r‖C̄[0,t0] = ‖k‖C[0,t0] + ‖g‖C[0,t0 ].

Введём функцию r0(t) = {k0; g0} и множество

R0 = {r(t) ∈ C̄[0, t0]; ‖r − r0‖C̄[0,t0] � k0/2}.
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Оператор
M [r](t) = {C[k; g](t);D[k; g](t)},

где операторы C[k; g](t), D[k; g](t) определены формулами (1.19), (1.20), отображает множе-
ство R0 в C̄[0, t0]. Сходимость итерационного процесса (2.3), (2.4) эквивалентна сходимости
метода последовательных приближений

rm+1(t) = M [rm](t), m = 0, 1, 2, . . . (2.5)

Докажем, что найдётся t0 ∈ (0, T ] такое, что метод последовательных приближений (2.5)
сходится в норме пространства C̄[0, t0].

Найдём условия, при которых оператор M [r](t) отображает множество R0 в себя.
Из определения операторов A1[k](t), A2[k](t) следует, что для i = 1, 2 и t ∈ [0, t0] выпол-

няется условие

|Ai[k](t)−Ai[k](0)| �
∞∑

n=1

n3|ϕn|
∣
∣
∣
∣ exp

(

−n2

t∫

0

k(θ) dθ

)

− 1

∣
∣
∣
∣ � c1t0 для любого r ∈ R0, (2.6)

где c1 = (3k0/2)
∑∞

n=1 n
5|ϕn|.

Здесь и далее через ci обозначаются положительные постоянные, не зависящие от r ∈ R0

и t ∈ [0, T ].
С учётом определений (1.14), (1.15) получим для i = 1, 2 и t ∈ [0, t0]

|Bi[k; g](t)| � t0(|g0|+ k0/2)

∞∑

n=1

n3|fn| = c2t0 при всех r ∈ R0. (2.7)

Обозначим через ωp(δ) и ωh(δ) модули непрерывности функций p′(t) и h′(t) на отрез-
ке [0, T ].

Выберем t0 ∈ (0, T ] такое, что

|ϕ′′′(0)f ′(π)− ϕ′′′(π)f ′(0)| − (|f ′(π)|+ |f ′(0)|)(c1 + c2)t0 � c3 > 0. (2.8)

Тогда, использовав определения (1.19), (2.2) и неравенства (2.6)–(2.8), имеем

|C[k; g](t)− k0| � c−1
3 (ωp(t0)|f ′(π)|+ ωh(t0)|f ′(0)|) + c4t0, t ∈ [0, t0], для всех r ∈ R0, (2.9)

где
c4 = c−2

3 |p′(0)f ′(π)− h′(0)f ′(0)|(|f ′(π)|+ |f ′(0)|)(c1 + c2).

С учётом определений операторов A1[k](t), A2[k](t) и Q[k; g](t) получим неравенства

|A1[k](t)| � |ϕ′′′(0)|+ c1t0, |A2[k](t)| � |ϕ′′′(π)|+ c1t0, t∈ [0, t0], для любого r∈R0, (2.10)

|Q[k; g](t)| � c2t0(|ϕ′′′(0)| + |ϕ′′′(π)| + 2c1t0), t ∈ [0, t0], для любого r ∈ R0. (2.11)

Из определения оператора D[k; g](t) и постоянной g0 следует, что

|D[k; g](t) − g0| = |D[k; g](t) −D[k; g](0)|.

Учтём определения (1.18), (1.20), неравенство (2.8) и оценки (2.6), (2.7), (2.10), (2.11), в ре-
зультате имеем

|D[k; g](t) − g0| = |D[k; g](t) −D[k; g](0)| �
� c−1

3 (ωp(t0)(|ϕ′′′(π)|+ c1t0)+ωh(t0)(|ϕ′′′(0)|+ c1t0))+ c5t0, t ∈ [0, t0], для всех r ∈ R0, (2.12)

где
c5 = c−1

3 ((|p′(0)| + |h′(0)|)c1 + 3k0c2(|ϕ′′′(0)| + |ϕ′′′(π)|+ 2c1T )/2) +

+ c−2
3 c1(|f ′(0)| + |f ′(π)|)|p′(0)ϕ′′′(π)− h′(0)ϕ′′′(0)|.
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Выберем t0 ∈ (0, T ] так, чтобы выполнялось неравенство

c−1
3 (ωp(t0)(|ϕ′′′(π)|+ |f ′(π)|+ c1t0) + ωh(t0)(|ϕ′′′(0)|+ |f ′(0)|+ c1t0)) + (c4 + c5)t0 � k0/2. (2.13)

Тогда из неравенств (2.9), (2.12), (2.13) следует, что оператор M [r](t) отображает множество
R0 в себя.

Получим условия, при выполнении которых оператор M [r](t) является сжимающим на
множестве R0.

Введём функцию q(t) = p′(t)f ′(π)− h′(t)f ′(0).
Пусть r1(t) = {k1(t); g1(t)} и r2(t) = {k2(t); g2(t)} – две произвольные функции из множе-

ства R0. Из определения (1.19) и неравенства (2.8) следует

‖C[k1; g1]− C[k2; g2]‖C[0,t0] � c−2
3 ‖q‖C[0,T ][|f ′(π)| × ‖A1[k1]−A1[k2]‖C[0,t0] +

+ |f ′(0)| × ‖A2[k1]−A2[k2]‖C[0,t0] + |f ′(π)| × ‖B1[k1; g1]−B1[k2; g2]‖C[0,t0] +

+ |f ′(0)| × ‖B2[k1; g1]−B2[k2; g2]‖C[0,t0]]. (2.14)

С учётом определений (1.12) и (1.13) имеем

‖Ai[k1]−Ai[k2]‖C[0,t0] � c6t0‖k1 − k2‖C[0,t0], i = 1, 2, (2.15)

где c6 =
∑∞

n=1 |ϕn|n5.
Из определения операторов Bi[k; g](t), i = 1, 2, следует неравенство

‖Bi[k1; g1]−Bi[k2, g2]‖C[0,t0] � c7t
2
0‖k1 − k2‖C[0,t0] + c8t0‖g1 − g2‖C[0,t0], (2.16)

где

c7 = (|g0|+ k0/2)

∞∑

n=1

n5|fn|, c8 =

∞∑

n=1

n3|fn|.

Использовав неравенства (2.14)–(2.16), получим

‖C[k1; g1]− C[k2; g2]‖C[0,t0] � c9t0‖k1 − k2‖C[0,t0] + c10t0‖g1 − g2‖C[0,t0], (2.17)

где c9 = c−2
3 ‖q‖C[0,T ](|f ′(π)|+ |f ′(0)|)(c6 + c7T ), c10 = c−2

3 ‖q‖C[0,T ](|f ′(π)| + |f ′(0)|)c8.
Рассмотрим ‖Q[k1; g1] − Q[k2; g2]‖C[0,t0]. Из формул (1.12)–(1.15) следует, что для любого

r ∈ R0 и t ∈ [0, t0] справедливы неравенства

|Ai[k](t)| � c11; |Bi[k; g](t)| � c8t0(|g0|+ k0/2), i = 1, 2, (2.18)

где c11 =
∑∞

n=1 n
3|ϕn|.

Тогда
‖Q[k1; g1]−Q[k2; g2]‖C[0,t0] �

� c8t
2
0(2|g0|+ k0)c6‖k1 − k2‖C[0,t0] + 2c11(c7t

2
0‖k1 − k2‖C[0,t0] + c8t0‖g1 − g2‖C[0,t0]) =

= c12t
2
0‖k1 − k2‖C[0,t0] + c13t0‖g1 − g2‖C[0,t0], (2.19)

где c12 = c8(2|g0|+ k0)c6 + 2c11c7, а c13 = 2c11c8.
С учётом оценок (2.15), (2.16), (2.18) и (2.19) имеем

‖D[k1; g1]−D[k2; g2]‖C[0,t0] � c−1
3 t0

[

(‖p′‖C[0,T ] + ‖h′‖C[0,T ])c6‖k1 − k2‖C[0,t0] +

+ c11c8(2|g0|+ k0)‖k1 − k2‖C[0,t0] +
3k0
2

(c12t0‖k1 − k2‖C[0,t0] + c13‖g1 − g2‖C[0,t0])

]

+
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+ c−2
3 t0[(‖p′‖C[0,T ] + ‖h′‖C[0,T ])c11 + 3k0c11c8t0(|g0|+ k0/2)](|f ′(0)| + |f ′(π)|)c6‖k1 − k2‖C[0,t0] =

= t0(c14 + c15t0)‖k1 − k2‖C[0,t0] + t0c16‖g1 − g2‖C[0,t0], (2.20)

где
c14 = c−1

3 [(‖p′‖C[0,T ] + ‖h′‖C[0,T ])c6 + c11c8(2|g0|+ k0)] +

+ c−2
3 (‖p′‖C[0,T ] + ‖h′‖C[0,T ])c11(|f ′(0)| + |f ′(π)|)c6,

c15 = 3k0c
−1
3 c12/2 + c−2

3 3k0c11c8(|g0|+ k0/2)(|f ′(0)|+ |f ′(π)|)c6,

а c16 = c−1
3 3k0c13/2.

Пусть t0 ∈ (0, T ] такое, что выполняются неравенства

c9t0 + (c14 + c15t0)t0 � α, (2.21)

c10t0 + c16t0 � α, (2.22)

где α – положительная постоянная, α < 1. Тогда из неравенств (2.17), (2.20)–(2.22) и опреде-
ления оператора M [k; g](t) следует, что он является сжимающим на множестве R0.

С учётом неравенств (2.8), (2.13), (2.21) и (2.22) получаем, что существует t0 ∈ (0, T ] такое,
что оператор M [k; g](t) отображает множество R0 в себя и является сжимающим на этом мно-
жестве. Следовательно, функции km(t), gm(t) при m → ∞ равномерно сходятся на отрезке
[0, t0] к непрерывным функциям k̄(t) и ḡ(t), являющимся решением системы операторных
уравнений (1.21), (1.22). Тогда эти функции удовлетворяют системе уравнений (1.16), (1.17).
Проинтегрировав эти уравнения с учётом условий (1.9), получим, что k̄(t) и ḡ(t) являются
решением системы уравнений (1.10), (1.11). Таким образом, функция u(x, t; k̄, ḡ) удовлетворя-
ет уравнению (1.1) и условиям (1.2), (1.3), (1.7), (1.8) для t ∈ [0, t0]. Следовательно, функции
k̄(t) и ḡ(t) являются решением обратной задачи для t ∈ [0, t0]. Теорема доказана.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и науки Россий-
ский Федерации в рамках реализации программы Московского центра фундаментальной и
прикладной математики по соглашению № 075-15-2019-1621.
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