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Рассмотрим следующую задачу для функций u(x, t) и a(x, t) :

ux + at = 0, (x, t) ∈ QT , (1)

at = γ(t)(u − ψ(a)), (x, t) ∈ QT , (2)

u(0, t) = μ(t), 0 � t � T, (3)

a(x, 0) = 0, 0 � x � l, (4)

где μ(t), γ(t), ψ(s) – заданные функции, а Qτ = {(x, t) : 0 � x � l, 0 � t � τ}.
Задачу (1)–(4) можно интерпретировать как математическую модель процесса динамики

сорбции [1, с. 174] с изменяющимся во времени кинетическим коэффициентом γ(t).
Определение 1. Решением задачи (1)–(4) будем называть пару функций u(x, t), a(x, t)

таких, что u, a, ux, at ∈ C(QT ) и u(x, t), a(x, t) удовлетворяют (1)–(4).
В работе [2] была доказана следующая лемма о существовании, единственности и свойствах

решения задачи (1)–(4).
Лемма 1. Пусть функции γ(t), μ(t) и ψ(s) удовлетворяют следующим условиям:

γ, μ ∈ C[0, T ], γ(t) > 0, μ(t) > 0, t ∈ [0, T ],

ψ ∈ C1(R), ψ(0) = 0, 0 < ψ′(s) � ψ1, s ∈ R, ψ1 = const.

Тогда существует единственная пара функций u(x, t), a(x, t), являющихся решением задачи
(1)–(4). Кроме того, u(x, t) > 0, a(x, t) � 0, (x, t) ∈ QT .

Далее, чтобы подчеркнуть зависимость решения задачи (1)–(4) от функции γ(t), будем
обозначать его u(x, t; γ), a(x, t; γ).

Легко видеть, что задача (1)–(4) имеет эволюционный характер и её решение на множестве
Qτ , τ ∈ (0, T ], однозначно определяется значениями функций μ(t), γ(t) на отрезке [0, τ ].

Сформулируем обратную задачу. Пусть функции ψ(s) и μ(t) заданы, а γ(t) неизвестна.
Требуется определить функцию γ(t) по следующей дополнительной информации о решении
задачи (1)–(4):

ux(l, t; γ) = h(t), 0 � t � T, (5)

где h(t) – заданная функция.
Пусть t0 ∈ (0, T ]. Дадим определение решения обратной задачи на отрезке [0, t0].
Определение 2. Функция γ(t) называется решением обратной задачи на отрезке [0, t0],

если γ ∈ C[0, t0], γ(t) > 0, t ∈ [0, t0], u(x, t; γ) и a(x, t; γ) удовлетворяют (1)–(5) для (x, t) ∈
∈ Qt0 .
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В статье [2] была доказана теорема существования решения обратной задачи, в которой
неизвестный коэффициент γ(t) в задаче (1)–(4) определялся по дополнительной информа-
ции u(l, t; γ) = g(t). Исследованию различных обратных задач для математических моделей
динамики сорбции посвящены работы [3–12] и ряд других.

Перейдём к исследованию сформулированной обратной задачи. Было показано [2], что су-
ществование и единственность решения задачи (1)–(4) на множестве Qt0 эквивалентно суще-
ствованию и единственности непрерывного решения u(x, t; γ), a(x, t; γ) системы интеграль-
ных уравнений

u(x, t; γ) = μ(t)e−γ(t)x + γ(t)

x∫
0

e−γ(t)(x−s)ψ(a(s, t; γ)) ds, (x, t) ∈ Qt0 , (6)

a(x, t; γ) =

t∫
0

μ(τ)γ(τ)e−γ(τ)x dτ −
t∫

0

γ(τ)ψ(a(x, τ ; γ)) dτ +

+

t∫
0

(γ(τ))2
x∫

0

e−γ(τ)(x−s)ψ(a(s, τ ; γ)) ds dτ, (x, t) ∈ Qt0 . (7)

Пусть функция γ(t) является решением обратной задачи на отрезке [0, t0]. Продиффе-
ренцировав уравнение (6) по x, положив x = l и использовав условие (5), имеем

γ(t)e−γ(t)l = −h(t)

μ(t)
+

γ(t)

μ(t)
ψ(a(l, t; γ)) − (γ(t))2

μ(t)

l∫
0

e−γ(t)(l−s)ψ(a(s, t; γ)) ds, 0 � t � t0. (8)

Уравнения (7) и (8) определяют нелинейное уравнение для функции γ(t).
Рассмотрим функцию F (z) = z exp(−zl) при z > 0. Она достигает максимального значе-

ния e−1/l при z = 1/l. На интервале (0, 1/l) F ′(z) > 0, а на множестве (1/l,+∞) F ′(z) < 0.
Для любого отрезка [a1, a2] ⊂ (0, 1/l) на отрезке [F (a1), F (a2)] существует обратная к F (z)

функция G1(s), отображающая [F (a1), F (a2)] на [a1, a2]. Аналогично, для любого отрезка
[b1, b2] ⊂ (1/l,+∞) на отрезке [F (b2), F (b1)] существует обратная к F (z) функция G2(s),
отображающая [F (b2), F (b1)] на [b1, b2].

Полагая в уравнении (8) t = 0, с учётом условия (4) и равенства ψ(0) = 0 будем иметь

γ(0) exp(−γ(0)l) = −h(0)/μ(0). (9)

Из этого равенства следует необходимое условие разрешимости обратной задачи:

0 < −h(0)/μ(0) < e−1/l. (10)

Очевидно, что если это условие выполнено, то уравнение (9) имеет два решения: первое

γ(0) = γ01 = G1(−h(0)/μ(0)) ∈ (0, 1/l)

и второе
γ(0) = γ02 = G2(−h(0)/μ(0)) ∈ (1/l,+∞).

Пусть d1 и d2 – положительные постоянные, d1 < d2. Рассмотрим множество

Γ = {γ(t) ∈ C[0, t0], d1 � γ(t) � d2, t ∈ [0, t0]}.

Лемма 2 [2]. Пусть функции μ(t) и ψ(s) удовлетворяют следующим условиям:

μ ∈ C[0, T ], μ(t) > 0, t ∈ [0, T ],
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ψ ∈ C1(R), ψ(0) = 0, 0 < ψ′(s) � ψ1, s ∈ R, ψ1 = const.

Тогда для любых функций γ1, γ2 ∈ Γ, t0 ∈ (0, T ], справедлива оценка

max
Qt0

|a(x, t, γ1)− a(x, t, γ2)| � c1t0‖γ1 − γ2‖C[0,t0],

где c1 – постоянная, не зависящая от t0 ∈ (0, T ] и γ ∈ Γ.
Пусть a и b – положительные постоянные такие, что

[γ01 − a, γ01 + a] ⊂ (0, 1/l), [γ02 − b, γ02 + b] ⊂ (1/l,+∞),

а t1, t2 ∈ (0, T ].
Определим множества

Γ1 = {γ(t) ∈ C[0, t1], γ01 − a � γ(t) � γ01 + a, t ∈ [0, t1]}, (11)

Γ2 = {γ(t) ∈ C[0, t2], γ02 − b � γ(t) � γ02 + b, t ∈ [0, t2]}.
Рассмотрим на множестве Γ1 оператор

(A1γ)(t) = G1

(
−h(t)

μ(t)
+
γ(t)

μ(t)
ψ(a(l, t; γ))− (γ(t))2

μ(t)

l∫
0

e−γ(t)(l−s)ψ(a(s, t; γ)) ds

)
, 0 � t � t1, (12)

а на множестве Γ2 – оператор

(A2γ)(t) = G2

(
−h(t)

μ(t)
+

γ(t)

μ(t)
ψ(a(l, t; γ)) − (γ(t))2

μ(t)

l∫
0

e−γ(t)(l−s)ψ(a(s, t; γ)) ds

)
, 0 � t � t2.

Сформулируем и докажем теорему о существовании двух решений обратной задачи.
Теорема. Предположим, что функции μ(t), h(t) и ψ(s) таковы, что μ, h ∈ C[0, T ],

μ(t) > 0, h(t) < 0 для t ∈ [0, T ] и выполнено условие (10); ψ ∈ C1(R), ψ(0) = 0, 0 <
< ψ′(s) � ψ1, s ∈ R, ψ1 = const. Тогда найдётся число t0 ∈ (0, T ] такое, что на отрезке
[0, t0] существуют два решения обратной задачи γ̄1(t) и γ̄2(t).

Доказательство. Из уравнения (8) и определений (11) и (12) следует, что существование
решения обратной задачи γ̄1 ∈ Γ1 на отрезке [0, t1] эквивалентно существованию решения
операторного уравнения

γ(t) = (A1γ)(t), 0 � t � t1, (13)

на множестве Γ1. Докажем существование решения уравнения (13) на множестве Γ1, исполь-
зуя принцип сжимающих отображений.

Найдём условия, при которых оператор A1 отображает множество Γ1 в себя.
Из леммы 1 и уравнения (7) следует, что для всех γ ∈ Γ1 справедлива оценка

0 � a(x, t; γ) � c2t1, (x, t) ∈ Qt1 , (14)

где c2 = (γ01 + a)‖μ‖C[0,T ] exp((γ01 + a)ψ1T ).
Обозначим через m минимальное значение функции μ(t) на отрезке [0, T ]. Из определе-

ния множества Γ1 и оценки (14) следует, что

max
[0,t1]

∣∣∣∣γ(t)μ(t)
ψ(a(l, t; γ)) − (γ(t))2

μ(t)

l∫
0

e−γ(t)(l−s)ψ(a(s, t; γ)) ds

∣∣∣∣ � c3t1, (15)

где c3 = m−12(γ01 + a)ψ1c2.
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Обозначим через ω(δ) модуль непрерывности функции −h(t)/μ(t) на отрезке [0, T ]. Вы-
берем число t1 так, что

F (γ01 − a) < F (γ01)− ω(t1)− c3t1 < F (γ01) + ω(t1) + c3t1 < F (γ01 + a). (16)

Из определений оператора A1, множества Γ1 и оценки (15) следует, что при t1, удовлетво-
ряющем условию (16), оператор A1 отображает множество Γ1 в себя.

Найдём условие, при выполнении которого оператор A1 является сжимающим на множе-
стве Γ1. Пусть γ1, γ2 ∈ Γ1. С учётом оценки (14) и леммы 2 имеем

∣∣∣∣γ1(t)μ(t)
ψ(a(l, t; γ1))−

(γ1(t))
2

μ(t)

l∫
0

e−γ1(t)(l−s)ψ(a(s, t; γ1)) ds −

− γ2(t)

μ(t)
ψ(a(l, t; γ2)) +

(γ2(t))
2

μ(t)

l∫
0

e−γ2(t)(l−s)ψ(a(s, t; γ2)) ds

∣∣∣∣ � c4t1‖γ1 − γ2‖C[0,t1], (17)

где c4 = m−1ψ1[c2 + (γ01 + a)(c1 + 2lc2) + (γ01 + a)2(l2c2 + lc1)].
Обозначим через gm максимум производной функции G1(s) на [F (γ01 − a), F (γ01 + a)].

Из определения оператора A1 и оценки (17) следует, что

‖A1γ1 −A1γ2‖C[0,t1] � gmc4t1‖γ1 − γ2‖C[0,t1].

Учитывая это неравенство, получаем, что если t1 удовлетворяет неравенству

gmc4t1 < 1, (18)

то оператор A1 является сжимающим на множестве Γ1.
Так как существует t1 ∈ (0, T ] такое, что для него выполнены неравенства (16) и (18), то

при этом t1 оператор A1 отображает множество Γ1 в себя и является сжимающим на этом
множестве. Следовательно, на Γ1 существует единственное решение обратной задачи γ̄1(t).

Совершенно аналогично доказывается, что существует t2 ∈ (0, T ] такое, что для него
оператор A2 отображает множество Γ2 в себя и является сжимающим на этом множестве.
Следовательно, на Γ2 существует единственное решение обратной задачи γ̄2(t). Выбрав t0 =
= min{t1, t2}, получим, что на отрезке [0, t0] существуют два решения обратной задачи γ̄1(t)
и γ̄2(t). Теорема доказана.

Приведём численный пример, иллюстрирующий существование двух решений обратной за-
дачи. Схема расчётов была следующей. На множестве Γ1 задавалась функция γ̄1(t), с которой
решалась задача (1)–(4) и вычислялась функция h(t) = ux(l, t; γ̄1). Очевидно, что функция
γ̄1(t) является решением обратной задачи для этой функции h(t). Другое решение обратной
задачи γ̄2(t) с этой функцией h(t) находилось в результате применения итерационного метода
для решения уравнения γ(t) = (A2γ)(t) на множестве Γ2. Приближённые значения решений
обратной задачи γ̄1ap(t) и γ̄2ap(t) определялись в результате применения итерационных ме-
тодов:

γn+1(t) = (A1γn)(t), γ0(t) = γ01, γn+1(t) = (A2γn)(t), γ0(t) = γ02, n ∈ N
⋃

{0}.

Расчёты проводились при l = 1, T = 1, μ(t) = t+0.2, ψ(s) = s(3− s)−1. Число итераций N
определялось из условия max

[0,T ]
|γN (t)− γN−1(t)| � 0.001.

На рис. 1 приведены функция γ̄1(t) = 0.6t2 + 0.2 (сплошная кривая) и найденное в ре-
зультате применения первого итерационного метода приближённое решение γ̄1ap(t) (точки), а
на рис. 2 – приближённое решение обратной задачи γ̄2ap(t) (точки), полученное в результате
применения второго итерационного метода; штриховыми линиями показаны значения γ01 и
γ02 соответственно.
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Рис. 1. Приближённое решение обратной задачи
γ̄1ap(t).

Рис. 2. Приближённое решение обратной задачи
γ̄2ap(t).
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