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Рассматривается задача для уравнения Бесселя целого порядка с комплексным физиче-
ским и спектральным параметрами в граничном условии. Спектральный параметр в гра-
ничное условие входит квадратично. Изучается вопрос базисности системы собственных
функций в случае появления кратного собственного значения.
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1. Постановка задачи. В работе [1] рассмотрена спектральная задача для уравнения
Бесселя целого порядка

R′′(r) +
1

r
R′(r) +

(
λ− n2

r2

)
R(r) = 0, 0 < r < 1, (1)

с граничным условием
R′(1) = dλ2R(1). (2)

В предположении ограниченности решений уравнения (1) получена система собственных
функций

Rk(r) = Jn(
√

λkr), k ∈ N,

отвечающих собственным значениям λk – корням характеристического уравнения

J ′
n(
√
λ) = d(

√
λ)3Jn(

√
λ). (3)

Для всех собственных значений задачи будем считать выполненным условие

−π/2 < arg
√

λk � π/2, k ∈ N.

2. Основные результаты. Получено уравнение

−4zJn(z)J
′
n(z) + n2J2

n(z) = z2[J2
n(z) + (J ′

n(z))
2] (4)

для кратных корней уравнения (3) и доказана их простота при n �= 0 (случай n = 0 доста-
точно подробно изучен в статье [2] и на нём здесь мы останавливаться не будем).

Доказано следующее утверждение: если d /∈ {J ′
n(z)Jn(z)/z

3}, где z – любой корень урав-
нения (4), то система

{
√
rRk(r) =

√
rJn(

√
λkr)}, k = 1, 2, . . . , l − 1, l + 1, . . . ,m− 1,m+ 1, . . . ,

собственных функций задачи (1), (2), умноженных на весовой множитель, без любых двух
собственных функций с номерами l и m является базисом Рисса в пространстве L2(0, 1).
Биортогонально сопряжённая к этой системе система {

√
rWk(r)} определяется по формуле

Wk(r) = A−1
k

[
Jn(

√
λkr)−

(λk − λm)Jn(
√
λk)
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√
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]
,
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где

Ak =

1∫
0

rJ2
n(

√
λkr) dr + 2dλkJ

2
n(

√
λk) =

=

(
d2λ3

k + 1− n2/λk

2

)
J2
n(

√
λk) + 2dλkJ

2
n(

√
λk), k = 1, 2, . . . , l − 1, l + 1, . . . ,m− 1,m+ 1, . . .

Рассмотрим случай появления кратного спектра. Имеют место утверждения.
Теорема 1. Если d = J ′

n(z)Jn(z)/z
3, где комплексное число z – любой корень уравне-

ния (4), то система {
√
rRk(r)}, k = 1, 2, . . . , l − 1, l + 1, . . . , собственных функций задачи

(1), (2), умноженных на весовой множитель, без одной собственной функции с номером l,
соответствующей кратному собственному значению λl = z2, является базисом Рисса в
пространстве L2(0, 1). Биортогонально сопряжённая к этой системе система {

√
rVk(r)}

определяется по формуле

Vk(r) = A−1
k

[
Jn(

√
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(λl − λk)Jn(
√
λk)

Jn(
√
λl)

Zl(r)−
(
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Jn(
√
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)
Jn(

√
λk)

Jn(
√
λl)

Jn(
√

λlr)

]
,

где
Zl(r) =

r

4
√
λl
[Jn+1(

√
λlr)− Jn−1(

√
λlr)].

Теорема 2. Если d = J ′
n(z)Jn(z)/z

3, где комплексное число z – любой корень уравнения
(4), то система {√rRk(r)}, k = 1, 2, . . . ,m − 1,m + 1, . . . , собственных функций задачи
(1), (2), умноженных на весовой множитель, без одной собственной функции Rm(r), соот-
ветствующей простому собственному значению λm, при наличии кратного корня λl = z2,
m �= l, образует базис Рисса в пространстве L2(0, 1). Биортогонально сопряжённая к этой
системе система {

√
rVk(r)} определяется по формулам

Vl(r) = A−1
l

[
Zα
l (r)−

Zα
l (1)

Jn(
√
λm)

Jn(
√

λmr)

]
,

Vk(r) = A−1
k

[
Jn(

√
λkr)−
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√
λk)

(λl − λm)Jn(
√
λl)

Jn(
√

λlr)−
(λk − λl)Jn(

√
λk)

(λm − λl)Jn(
√
λm)

Jn(
√

λmr)

]
, k �= l,

где

Zα
l (r) =

r

4
√
λl
[Jn+1(

√
λlr)− Jn−1(

√
λlr)] + αJn(

√
λlr), Zα

l (1) =
Jn(

√
λl)

λl − λm
,

Al =

1∫
0

rZα
l (r)Jn(

√
λlr)dr + d(λl + λm)Zα

l (1)Jn(
√

λl) = −
(
2d+ d2λ2

l +
1

4λl

)
J2
n(

√
λl).

Доказательство этих теорем проводится по схемам, разработанным в [3, 4] с использованием
результатов работ [5, 6]. Построение биортогонально сопряжённой системы основано, в свою
очередь, на формулах

1∫
0

rJn(
√

λmr)Jn(
√

λkr)dr + d(λm + λk)Jn(
√

λm)Jn(
√

λk) = 0,

1∫
0

rJn(
√

λmr)Zl(r)dr + d(λm + λl)Jn(
√

λm)Zl(1)− dJn(
√

λm)Jn(
√

λl) = 0,
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в которых λm, λk и λl – различные собственные значения задачи (1), (2), причём λl – кратный
корень.

Функция Zl(r) – это присоединённая функция для собственной функции Rl(r) = Jn(
√
λlr)

с кратным собственным значением. Действительно, пусть z – любой корень уравнения (4),
d = J ′

n(z)Jn(z)/z
3, λl = z2. Рассмотрим задачу для присоединённой функции

Z ′′
l (r) +

1

r
Z ′
l(r) +

(
λl −

n2

r2

)
Zl(r) = Rl(r), 0 < r < 1, (5)

Z ′
l(1) = dλ2

l Zl(1)− 2dλlRl(1). (6)

Решением задачи (5), (6) является корневая функция

Zα
l (r) =

r

4
√
λl
[Jn+1(

√
λlr)− Jn−1(

√
λlr)] + αJn(

√
λlr),

где α – любое комплексное число.
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