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нием диффузионного типа, суть которой состоит в построении алгоритма формирования
управления по принципу обратной связи, обеспечивающего отслеживание решением задан-
ного уравнения решение другого аналогичного уравнения, которое подвержено влиянию
неизвестного возмущения. Изучен случай, когда допустимым возмущением может быть
разрывная неограниченная функция. Задача решена в условиях неточного измерения в
дискретные моменты времени решений каждого из уравнений, при этом указан устойчи-
вый к информационным помехам и погрешностям вычислений алгоритм решения.
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1. Введение. Постановка задачи. В статье обсуждается задача управления по принципу
обратной связи дифференциальным уравнением диффузионного типа с кубической нелиней-
ностью

∂

∂t
x(ν, t)−Δx(ν, t) + e−ηtR(eηtx(ν, t)) + ηx(ν, t) + L(Kη(t)x0,t(·))(ν) = u(ν, t) + f(ν, t) в Qϑ,

∂μx(ν, t) = 0 в Σϑ,

x(ν, 0) = x0(ν) в Ω. (1)

Здесь Δ – оператор Лапласа; R(y) = k(y−y1)(y−y2)(y−y3), L > 0, k > 0, η и y1 < y2 < y3 –
действительные числа; Ω ⊂ R

n – ограниченное открытое множество с липшицевой границей
∂Ω, n = 1, 2, 3; ϑ > 0 – конечный момент времени; Qϑ = Ω × T, T = [0, ϑ]; Σϑ = ∂Ω ×
× T ; f(·) ∈ L∞(T ;H1(Ω)) – фиксированная функция; u(·) – управление; μ и ∂μ обозначают
соответственно вектор единичной внешней нормали и производную по внешней нормали к
границе ∂Ω области Ω; Kη(t) – семейство зависящих от параметра η линейных операторов

(Kη(t)w0,t(·))(ν) = γ

t∫
0

e−(β+η)(t−s)w(ν, s) ds при п.в. ν ∈ Ω,

где β и γ – положительные числа. Символ x0,t(·) обозначает функцию x(s), s ∈ [0, t]. В даль-
нейшем считаем x0 ∈ H1(Ω).
Функцию x(·) = x(· ; 0, x0, u(·)) ∈ W

⋂
L∞(Qϑ) назовём решением (слабым) уравнения (1),

если выполняется равенство

ϑ∫
0

〈ẋ(t), ϕ(t)〉 dt +
ϑ∫

0

∫
Ω

{∇x(ν, t) · ∇ϕ(ν, t) + [e−ηtR(eηtx(ν, t)) + ηx(ν, t)]ϕ(ν, t)} dν dt+

+

ϑ∫
0

∫
Ω

L(Kη(t)x0,t(·))(ν)ϕ(ν, t) dν dt =

ϑ∫
0

∫
Ω

{u(ν, t) + f(ν, t)}ϕ(ν, t) dν dt
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(при всех ϕ ∈ W ), причём x(0) = x0. Здесь 〈 · , · 〉 – двойственность между пространства-
ми Соболева H1(Ω) и (H1(Ω))∗; ∇x(ν, t) – градиент функции ν → x(ν, t); производная
ẋ(·) понимается в смысле пространства распределений. Символ W означает пространство
функций z(·) ∈ L2(T ;H

1(Ω)), производные ż(·) которых являются элементами пространства
L2(T ; (H

1(Ω))∗). Норма в пространстве W задаётся формулой

|z(·)|W =

( ϑ∫
0

(|z(t)|2H1(Ω) + |ż(t)|2(H1(Ω))∗) dt

)1/2

.

Как известно, после изменения на множестве нулевой лебеговской меры всякая функция
из пространства W является непрерывной со значениями в пространстве H. Поэтому счи-
таем пространство W вложенным в пространство C(T ;H), где H = L2(Ω). В таком случае
решение уравнения (1) определено в каждый момент t ∈ T.
Уравнение вида (1) введено в работе [1]. К нему сводятся известные: в физике – урав-

нение Schlögl, в нейрологии – уравнение FitzHugh–Nagumo. Задачи оптимального управления
последними рассматривались, например, в работах [1–5], где имеется соответствующая библио-
графия, причём в статье [4] рассматривалось стохастическое уравнение, а в [5] обсуждалась
задача стабилизации такого уравнения. В настоящей статье будет исследована одна задача
гарантированного управления, суть которой состоит в следующем. Наряду с (1), рассмотрим
задачу с уравнением того же вида

∂

∂t
y(ν, t)−Δy(ν, t) + e−ηtR(eηty(ν, t)) + ηy(ν, t) + L(Kη(t)y0,t(·))(ν) = v(ν, t) + f(ν, t) в Qϑ,

∂μy(ν, t) = 0 в Σϑ,

y(ν, 0) = y0(ν) в Ω. (2)

В правой части этого уравнения стоит неизвестное возмущение v(·), которое является эле-
ментом пространства L2(T ;H

1(Ω)). Следовательно, наличие каких либо “мгновенных” огра-
ничений на v(·) не предполагается. В дискретные моменты времени τi ∈ Δ = {τi}mi=0, τ0 = 0,
τi+1 = τi+δ, δ > 0, τm = ϑ, измеряются фазовые состояния x(τi) и y(τi) уравнений (1) и (2).
Результаты измерений – функции ξhi и ψh

i ∈ Lp(Ω), i = 0,m− 1, p > 5/2, удовлетворяющие
неравенствам

|x(τi)− ξhi |Lp(Ω) � h, |y(τi)− ψh
i |Lp(Ω) � h, (3)

где h ∈ (0, 1) – величина ошибки измерения. Задача состоит в построении алгоритма форми-
рования управления u(·) по результатам измерений состояний x(τi) и y(τi), обеспечивающего
отслеживание решением уравнения (1) решения уравнения (2). Таким образом, управление,
стоящее в правой части уравнения (1), вычисляется по правилу

u(t) = uh(ξhi , ψ
h
i ) при п.в. t ∈ [τi, τi+1), i = 0,m− 1.

Полагаем, что начальные состояния x0 ∈ H1(Ω) и y0 ∈ H1(Ω) связаны соотношением

|x0 − y0|H1(Ω) � h. (4)

Одним из важных разделов математической теории управления является теория управ-
ления по принципу обратной связи, которая довольно активно развивается в последние годы
и нацелена на решение задач управления динамическими системами в условиях неполной и
меняющейся информации о их структурных характеристиках. Последние также могут быть
подвержены влиянию неконтролируемых возмущений. В настоящее время разработано зна-
чительное число подходов, ориентированных на исследование задач подобного типа. Среди
них можно выделить, например, теорию позиционных дифференциальных игр [6], H2-теорию
[7], теорию робастного управления [8], теорию матричных неравенств [9], метод, основанный
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на отслеживании возмущения [10], метод подавления возмущения [11] и т.д. Решение задач
управления в условиях дефицита информации существенно усложняется, когда речь идёт о
системах с распределёнными параметрами [11–13].
Один из подходов к решению задач управления по принципу обратной связи системами

с распределёнными параметрами был развит в работах [14–19]. Он основан на конструкциях
теории позиционных дифференциальных игр, развиваемой екатеринбургской школой [6, 20,
21]. Задача слежения – классическая задача математической теории управления [22]. Одна из
задач теории позиционных дифференциальных игр, как известно [6], решается путём отслежи-
вания траектории так называемой стабильной дорожки путём экстремального сдвига на эту
дорожку. В указанных выше работах рассматривались управляемые системы, описываемые
обыкновенными дифференциальными уравнениями. При этом предполагалось, что управле-
ния игроков стеснены мгновенными ограничениями в виде компактных множеств. Настоящая
статья продолжает указанные выше исследования. Следует отметить, что отсутствие ограни-
чений на управления и (или) возмущения существенно усложняет математическое обоснование
сконструированных тем или иным образом процедур построения разрешающих управлений.
Не в последнюю очередь это вызвано некомпактностью пучков решений управляемых систем,
порождённых множеством допустимых управлений и (или) возмущений в случае отсутствия
мгновенных ограничений на них. Кроме того, при отсутствии таких ограничений экстремаль-
ный сдвиг вырождается, вследствие чего требуется его регуляризация (как правило по методу
А.Н. Тихонова), которая была предложена в работах [23, 24] при решении задач устойчивого
динамического обращения.
Задачи гарантированного управления уравнением вида (1) при наличии мгновенных огра-

ничений (в виде ограниченных замкнутых множеств) как на управления, так и на возмущения
с позиций отмеченного выше подхода исследовались в статье [19]. В настоящей работе рассмот-
рен случай отсутствия таких ограничений.

2. Алгоритм решения. Прежде чем перейти к описанию алгоритма решения рассматри-
ваемой задачи, приведём вспомогательные утверждения. Пусть выполнено

Условие. Параметр η в уравнении (1) удовлетворяет неравенству

max{3|cR|, 3Lγϑ1/2, 0.5 − β} � η,

где cR � dR/dy при всех y ∈ R.
Символ | · | здесь и всюду ниже означает модуль числа, символ ( · , · ) – скалярное произ-

ведение в пространстве H, а | · |n – норму в конечномерном евклидовом пространстве R
n.

В работе [1] доказано следующее утверждение.
Лемма 1. При выполнении сформулированного условия если u(·) ∈ Lp(Qϑ), p > 5/2 и

x0 ∈ L∞(Ω), то существует единственное решение уравнения (1) x(·)∈W
⋂

L∞(Qϑ)
⋂

C(Ω̃×
× (0, ϑ]). Если к тому же x0 ∈ C(Ω̃), то x(·) ∈ C(Ω̃× [0, ϑ]).

Здесь Ω̃ означает замыкание множества Ω.
Нетрудно доказать, что если выполнены условия леммы 1 и, кроме того, x0 ∈ H1(Ω), то

ẋ(·) ∈ L2(T ;H). Заметим, что при n = 1, 2, 3 и p � 6 пространство H1(Ω) вложено плотно
и непрерывно в пространства Lp(Ω). В свою очередь, H1(Ω) вложено в L∞(Ω) только при
n = 1.
Стандартным образом доказывается
Лемма 2. Можно указать число C > 0 (не зависящее от x0 и u(·)) такое, что равно-

мерно по всем u(·) ∈ Lp(Qϑ) верно неравенство

sup
t∈T

|x(t)|2H +

ϑ∫
0

|ẋ(t)|2H dt � C

(
|x0|2H1(Ω) +

ϑ∫
0

{|u(t)|2H + |f(t)|2H} dt
)
,

где x(·) = x(· ; 0, x0, u(·)) – решение уравнения (1).
В дальнейшем нам понадобится
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Лемма 3 [25] (дискретное неравенство Гронуолла). Пусть 0 � φj, 0 � fj при j = 0,m и
fj � fj+1 при j = 0,m− 1. Тогда из неравенств

φj+1 � c0δ

j∑
i=1

φi + fj, j = 1,m− 1,

следуют неравенства
φj+1 � fj exp(c0jδ), j = 0,m− 1,

если c0 = const > 0, φ1 � f0.
Пусть взято семейство разбиений отрезка T :

Δh = {τh,i}mh
i=0, τh,0 = 0, τh,mh

= ϑ, τh,i+1 = τh,i + δ(h), δ(h) ∈ (0, 1), h ∈ (0, 1),

и функция α(h) : (0, 1) → (0, 1).
Перейдём к описанию алгоритма решения задачи. До начала его работы зафиксируем чис-

ла h ∈ (0, 1) и α = α(h), а также разбиение Δ = {τi}mi=0, τi = τh,i, m = mh, отрезка T с
шагом δ = δ(h) = τi+1 − τi. Работа алгоритма разбивается на m − 1 однотипных шагов. На
полуинтервале [0, τ1) полагаем

uh(t) = uh0 = (ψh
0 − ξh0 )α

−1. (5)

В результате действия этого управления реализуется решение xh(·) = x(· ; 0, x0, uh0,τ1(·)) урав-
нения (1). В свою очередь, в результате действия возмущения v0,τ1(·) реализуется решение
уравнения (2) y(·) = y(· ; 0, y0, v0,τ1(·)) на промежутке [0, τ1]. В момент t = τ1 вычислим uh1
по формуле

uh1 = (ψh
1 − ξh1 )α

−1, (6)

где
|ξh1 − xh(τ1)|Lp(Ω) � h, |ψh

1 − y(τ1)|Lp(Ω) � h, ξh1 , ψ
h
1 ∈ Lp(Ω),

и положим
uh(t) = uh1 при t ∈ [τ1, τ2).

После этого реализуются xh(·) = x(· ; τ1, xh(τ1), uhτ1,τ2(·)) и y(·) = y(· ; τ1, y(τ1), vτ1,τ2(·)) – реше-
ния уравнений (1) и (2) соответственно на промежутке [τ1, τ2].
Пусть решения xh(·) (уравнения (1)) и y(·) (уравнения (2)) определены на отрезке [0, τi].

В момент t = τi вычислим
uhi = (ψh

i − ξhi )α
−1, (7)

где
|ξhi − xh(τi)|Lp(Ω) � h, |y(τi)− ψh

i |Lp(Ω) � h, ξhi , ψ
h
i ∈ Lp(Ω),

и положим
uh(t) = uhi при t ∈ [τi, τi+1).

В результате действия этого управления и неизвестного возмущения vτi,τi+1(·) реализуются
xh(·) = x(· ; τi, xh(τi), uhτi,τi+1

(·)) и y(·) = y(· ; τi, y(τi), vτi,τi+1(·)) – решения уравнений (1) и (2)
на промежутке [τi, τi+1]. Описанная выше процедура заканчивается в момент ϑ.
В дальнейшем c0, c1, . . . , d1, d2, . . . означают положительные постоянные, не зависящие

от h, δ и α.
Лемма 4.Пусть управление u = uh(·), стоящее в правой части уравнения (1), находится

по формулам (5)–(7). Тогда справедливо неравенство

max
i=0,m

ε(τi) � d1F (h, δ, α). (8)
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Здесь
F (h, δ, α) = (α+ δ + δh2α−2 + h2δ−1) exp{d2(1 + δα−2)},

ε(t) = |μh(t)|2H + 2

t∫
0

{∫
Ω

|∇μh(ν, s)|2ndν +
2

3
η|μh(s)|2H

}
ds,

α = α(h), δ = δ(h), μh(t) = xh(t) − y(t), xh(·) и y(·) – решения уравнений (1) и (2) соот-
ветственно.

Доказательство. Для доказательства леммы оценим изменение функции ε(t) при t ∈ T.
Обозначим Rη(t, v) = e−ηtR(eηtv)+(η/3)v. Тогда задачи (1) и (2) можно записать в следующем
виде:

∂

∂t
xh(ν, t)−Δxh(ν, t) +Rη(t, x

h(ν, t)) +
2

3
ηxh(ν, t) +L(Kη(t)x

h
0,t(·))(ν) = uh(ν, t) + f(ν, t) в Qϑ,

∂μx
h(ν, t) = 0 в Σϑ,

xh(0) = x0(ν) в Ω (9)

и

∂

∂t
y(ν, t)−Δy(ν, t) +Rη(t, y(ν, t)) +

2

3
ηy(ν, t) + L(Kη(t)y0,t(·))(ν) = v(ν, t) + f(ν, t) в Qϑ,

∂μy(ν, t) = 0 в Σϑ,

y(ν, 0) = y0(ν) в Ω. (10)

Вычтем (10) из (9) и умножим полученную разность скалярно (в H) на μh(t). Учитывая
монотонность отображения v → Rη(t, v), будем иметь

ρh(t) + L(Kη(t){xh0,t(·)− y0,t(·)}, μh(t)) � 〈μh(t), uh(t)− v(t)〉,

где

ρh(t) =
1

2

dε(t)

dt
=

1

2

dε1(t)

dt
+

∫
Ω

|μh(ν, t)|2 dν +
2

3
ηε1(t), ε1(t) = |μh(t)|2H .

Так как при p > 5/2 пространство Lp(Ω) вложено плотно и непрерывно в пространство H,
то |z|H � c0|z|Lp(Ω) для всех z ∈ Lp(Ω). Следовательно, справедливы неравенства

|xh(τi)− ξhi |H � c0h, |y(τi)− ψh
i |H � c0h, i = 0,m− 1.

В силу известного свойства троек Гельфанда если uh(t), v(t) ∈ H1(Ω), μh(t) ∈ H, то
двойственность на (H1(Ω))∗ ×H1(Ω) эквивалентна скалярному произведению в H :

〈μh(t), uh(t)− v(t)〉 = (μh(t), uh(t)− u(t)).

Поэтому при п.в. t ∈ δi = [τi, τi+1) (τi = τh,i, m = mh) верно неравенство

〈μh(t), uh(t)− v(t)〉 � (uh(t)− v(t), ξhi − ψh
i ) + �i(t, h).

Здесь

�i(t, h) = c1(|uh(t)|H + |v(t)|H)

(
h+

t∫
τi

{|ẋh(τ)|H + |ẏ(τ)|H} dτ
)
.
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В таком случае для п.в. t ∈ δi выполнено соотношение

1

2

dε(t)

dt
� (uh(t)− v(t), ξhi − ψh

i ) + φt + �i(t, h), (11)

где
φt = L|(Kη(t){xh0,t(·)− y0,t(·)}, μh(t))|.

Пусть

εh(t) = ε(t) + α

t∫
0

{|uh(τ)|2H − |v(τ)|2H} dτ.

Из (11) вытекает неравенство

dεh(t)

dt
=

dε(t)

dt
+ α{|uh(t)|2H − |v(t)|2H} � 2(uh(t), ξhi − ψh

i ) + α|uh(t)|2H − (12)

− 2(v(t), ξhi − ψh
i )− α|v(t)|2H + 2�i(t, h) + 2φt при п.в. t ∈ δi.

Учитывая правило определения управления uh(·) (см. (5)–(7)), из (12) получаем справедливую
при всех t ∈ δi и i = 0,m− 1 цепочку неравенств

εh(t) � εh(τi) + 2c1

t∫
τi

{|uh(τ)|H + |v(τ)|H} dτ
(
h+

t∫
τi

{|ẋh(τ)|H + |ẏ(τ)|H} dτ
)
+ 2

t∫
τi

φτ dτ �

� εh(τi) + c2h
2 + c3δ

t∫
τi

{|uh(τ)|2H + |v(τ)|2H} dτ + c4δ

t∫
τi

{|ẋh(τ)|2H + |ẏ(τ)|2H}dτ + 2

t∫
τi

φτ dτ. (13)

Суммируя правую и левую части неравенств (13) по i, в силу леммы 2 при t ∈ T будем иметь

εh(t) � εh(0) + c5h
2δ−1 + c6δ

(
1 +

t∫
0

{|uh(τ)|2H + |v(τ)|2H} dτ
)
+ 2

t∫
0

φτ dτ. (14)

Теперь воспользуемся включением v(·) ∈ L2(T ;H
1(Ω)), а также соотношением

t∫
0

|uh(τ)|2H dτ =

ih(t)−1∑
j=0

τj+1∫
τj

|uh(τ)|2H dτ +

t∫
τih(t)

|uh(τ)|2H dτ � δ

ih(t)∑
j=0

|uhj |2H .

Символ ih(t) означает целую часть числа tδ−1(h). Из (14) выводим

εh(t) � εh(0) + c5h
2δ−1 + c7δ + c8γh,δ(t) + 2

t∫
0

φτ dτ. (15)

Здесь

γh,δ(t) = δ2
ih(t)∑
j=0

|uhj |2H .

Следовательно, при t ∈ δi

γh,δ(t) = δ2
i∑

j=0

|uhj |2H . (16)
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Заметим, что ввиду (4)
εh(0) � c9h

2. (17)

Далее, при t ∈ δi справедливо соотношение

ε1(t) =

∣∣∣∣μh(τi) +

t∫
τi

{ẋh(s)− ẏ(s)} ds
∣∣∣∣
2

H

� 2ε1(τi) + 2δ

t∫
τi

|ẋh(s)− ẏ(s)|2H ds, (18)

поэтому при t ∈ δi

t∫
0

ε1(s) ds � 2δ

i∑
j=0

ε1(τj) + 2δ2
i−1∑
j=0

τj+1∫
τj

|ẋh(s)− ẏ(s)|2H ds+

+ 2δ2
t∫

τi

|ẋh(s)− ẏ(s)|2H ds � 2δ

i∑
j=0

ε1(τj) + 2δ2
t∫

0

|ẋh(s)− ẏ(s)|2H ds. (19)

В силу леммы 2 при t ∈ δi выполняются неравенства

t∫
0

|ẋh(s)− ẏ(s)|2H ds � c10

(
1 +

t∫
0

{|uh(s)|2H + |v(s)|2H} ds
)

� c11

(
1 + δ

i∑
j=0

|uhj |2H
)
. (20)

Из (19), учитывая (20), получаем

t∫
0

ε1(s) ds � 2δ

i∑
j=0

ε1(τj) + 2c11δ
2

(
1 + δ

i∑
j=0

|uhj |2H
)

=

= 2δ
i∑

j=0

ε1(τj) + 2c11δ(δ + γh,δ(τi)), t ∈ δi. (21)

Обозначим

νi(t) = L

t∫
τi

ε
1/2
1 (s)|Kη(s)(x

h
0,s(·)− y0,s(·))|H ds.

Из результатов работы [1] следует (0 � b1 < b2 � ϑ), что

b2∫
b1

|Kη(s)w0,s(·)|2H ds =

b2∫
b1

(∫
Ω

(Kη(τ)w0,τ (·))(�) d�
)2

dτ =

=

b2∫
b1

∫
Ω

∣∣∣∣
τ∫

0

e−(β+η)(τ−s)w(�, τ) ds

∣∣∣∣
2

d� dτ � d∗

b2∫
b1

∫
Ω

τ∫
0

w2(�, s) ds d� dτ =

= d∗

b2∫
b1

τ∫
0

|w(s)|2H ds dτ, w(·) ∈ L2([b1, b2];H), (22)
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где d∗ = γ2/
√

2(β + η). Кроме того, как нетрудно видеть, имеет место оценка

νi(t) �
2

3
η

t∫
τi

ε1(s) ds + 3L2/(8η)πi(t). (23)

Здесь

πi(t) =

t∫
τi

|Kη(s)(x
h
0,s(·)− y0,s(·))|2H ds.

В силу (22) при t ∈ [τi, τi+1] верно неравенство

πi(t) � d∗

t∫
τi

τ∫
0

|xh(s)− y(s)|2H ds dτ = d∗

τi∫
0

t∫
τi

ε1(s) dτ ds+ d∗

t∫
τi

t∫
s

ε1(s) dτ ds =

= d∗(t− τi)

τi∫
0

ε1(s) ds+ d∗

t∫
τi

(t− s)ε1(s) ds, (24)

поэтому, воспользовавшись (24), устанавливаем оценку

πi(t) � d∗δ

t∫
0

ε1(s) ds, t ∈ [τi, τi+1].

Учитывая (21) и (23), получаем справедливое при всех t ∈ δi соотношение

πi(t) � 2d1δ
2

i∑
j=0

ε1(τj) + 2c11d1δ
2(δ + γh,δ(τi)). (25)

В силу (18) и (20) имеет место цепочка неравенств

2

3
η

t∫
τi

ε1(s) ds � 4

3
ηδε1(τi) +

4

3
ηδ2

t∫
τi

|ẋh(s)− ẏ(s)|2H ds � 4

3
ηδε1(τi) + (26)

+
4

3
c11ηδ

2

(
1 + δ

i∑
j=0

|uhj |2H
)

� 4

3
ηδε1(τi) +

4

3
c11ηδ(δ + γh,δ(τi)).

Нетрудно видеть, что при t ∈ δi
t∫

τi

φs ds � νi(t).

Отсюда, с учётом (26), (25) и (23), выводим

t∫
τi

φs ds �
4

3
ηδε1(τi) + c12δ

2
i∑

j=0

ε1(τj) + c13δ(δ + γh,δ(τi)), t ∈ δi. (27)
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При t ∈ δi из (27) после суммирования получаем

t∫
0

φs ds �
4

3
ηδ

i∑
j=0

ε1(τj) + c12δ
2

i∑
j=0

j∑
k=0

ε1(τk) + c13δ

(
ϑ+

i∑
j=0

γh,δ(τj)

)
�

� c13ϑδ + c14δ
i∑

j=0

ε1(τj) + c13δ
i∑

j=0

γh,δ(τj). (28)

Далее из (3) и правила определения uhi (см. (5)–(7)) вытекает соотношение

|uhi |2H � c14(ε1(τi) + h2)α−2. (29)

Кроме того,
ε1(τi) � ε(τi). (30)

В силу (29), (30) и (16) при t ∈ δi верно неравенство

γh,δ(t) � c14δ
2

i∑
j=0

(ε(τj) + h2)α−2, (31)

которое влечёт за собой

i∑
j=0

γh,δ(τj) � c15δ

i∑
j=0

(ε(τj) + h2)α−2, i = 0,m. (32)

В таком случае из (15), учитывая (17), (28), (30) и (32), имеем

ε(τi) � c16h
2δ−1 + c17δ + c14δ

i∑
j=0

ε(τj) + c18δ
2α−2

i∑
j=0

ε(τj) + c19δh
2α−2 + c20α.

Воспользовавшись дискретным неравенством Гронуолла (лемма 3), отсюда выводим

ε(τi) � [c16h
2δ−1 + c17δ + c19δh

2α−2 + c20α] exp{(c14 + c18δα
−2)ϑ}, i = 0,m.

Неравенство (8) является следствием последнего неравенства. Лемма доказана.
Прямым следствием леммы 4 является
Теорема. Пусть семейство разбиений Δh отрезка T и функция α(h) обладают следу-

ющими свойствами:

h2δ−1(h) → 0, δ(h)α−2(h) → 0, α(h) → 0 при h → +0.

Тогда равномерно по всем h ∈ (0, 1) верны неравенства

max
i=0,mh

ε(τi) � d2Φ(h),

где Φ(h) = h2δ−1(h) + δ(h) + α(h) → 0 при h → 0.
Из теоремы вытекают два следствия.
Следствие 1. При выполнении условий теоремы справедливо неравенство

max
t∈T

ε1(t) � d3Φ(h). (33)
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Доказательство. Действительно, из (18) и (20) следует справедливое при всех t ∈ δi
неравенство

ε1(t) � 2ε1(τi) + 2δc11

(
1 +

i∑
j=0

|uhj |2H
)

= 2ε1(τi) + 2c11(δ + γh,δ(τi)). (34)

Если δ(h)α−2(h) → 0 при h → 0, то можно считать

δ(h)α−2(h) � c21 при h ∈ (0, 1). (35)

В таком случае, учитывая (8), (35) и (31), заключаем, что при всех i = 0,m верны соотношения

γh,δ(τi) � c22δ

i∑
j=0

(ε(τi) + h2) � c23Φ(h). (36)

Из (34), снова учитывая (8), а также (36), получаем (33). Следствие доказано.
Одна из стандартных норм в пространстве H1(Ω) задаётся следующим образом:

|x|H1(Ω) =

(∫
Ω

|∇x(ν)|2n dν + |x|2H
)1/2

.

В таком случае имеет место
Следствие 2. При выполнении условий теоремы равномерно по всем h ∈ (0, 1) выполня-

ется неравенство

max
t∈T

{
|xh(t)− y(t)|2H +

t∫
0

|xh(s)− y(s)|2H1(Ω) ds

}
� d4Φ(h).
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