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Рассмотрена первая краевая задача в прямоугольной области для неоднородного диффе-
ренциального уравнения четвёртого порядка с младшими членами. Доказана единствен-
ность решения поставленной задачи. Решение получено в явном виде с помощью постро-
енной функции Грина.
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Введение. Решение многих задач газовой динамики, теории упругости, теории пластин
и оболочек приводит к рассмотрению дифференциальных уравнений в частных производных
высоких порядков. С точки зрения физических приложений представляют большой интерес и
дифференциальные уравнения четвёртого порядка (см. [1–4]). Их классификации и решению
краевых задач для этих уравнений посвящена книга [5]. В статьях [6–11] изучен ряд коррект-
ных краевых задач для уравнений третьего порядка с кратными характеристиками.

В работе [12] рассмотрена задача с краевыми условиями для неоднородного уравнения
четвёртого порядка с кратными характеристиками с одним младшим членом. Начально-гра-
ничная задача для уравнения колебания балки решена в статье [13]. В [14] изучена краевая
задача для уравнения высокого порядка с кратными характеристиками методом построения
функции Грина. Задача для уравнения четвёртого порядка с кратными характеристиками,
имеющего сингулярный коэффициент, исследована в работе [15].

1. Постановка задачи. Рассмотрим уравнение

Uxxxx(x, y)− Uyy(x, y) +A1(x)Uxxx(x, y) +A2(x)Uxx(x, y) +

+A3(x)Ux(x, y) +A4(x)U(x, y) +A5(x)Uy(x, y) = F (x, y),

где Ai(x), i = 1, 5, и F (x, y) – заданные достаточно гладкие функции.
С помощью замены

U(x, y) = u(x, y) exp

(
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y

)

это уравнение приводится к уравнению
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f(x, y) = F (x, y) exp

(
1

4

x∫

0

A1(ξ) dξ −
A5(x)

2
y

)

.

Задача (1)–(4). Требуется найти функцию u(x, y) из класса C4,2
x,y(Ω)

⋂
C3,1
x,y(Ω̄), удовле-

творяющую уравнению (1) в области Ω = {(x, y) : 0 < x < p, 0 < y < q} и следующим
краевым условиям:

u(x, 0) = 0, u(x, q) = 0, 0 � x � p, (2)

u(0, y) = ψ1(y), u(p, y) = ψ2(y), uxx(0, y) = ψ3(y), uxx(p, y) = ψ4(y), 0 � y � q, (3)

где ψi(y) ∈ C3[0, q], i = 1, 4, f(x, y) ∈ C0,1
x,y(Ω̄) – заданные функции, причём

ψi(0) = ψi(q) = ψ′′
i (0) = ψ′′

i (q) = 0, i = 1, 4, f(x, 0) = f(x, q) = 0. (4)

Отметим, что уравнение (1) рассмотрено в работе [12] при a1 = a2 = 0, a3 = −c(x, t), а в
статьях [13–15] при a1 = a2 = a3 = 0. В этих работах рассмотрен случай, когда ψi(x) = 0 и
начальные условия отличны от нуля.

2. Основные результаты.
Теорема 1. Если задача (1)–(4) имеет решение, то при выполнении условий a1(x) � 0,

2a3(x) + a′′1(x)− a′2(x) � 0 оно единственно.
Доказательство. Предположим обратное. Пусть задача (1)–(4) имеет два решения:

u1(x, y) и u2(x, y). Тогда функция u(x, y) = u1(x, y) − u2(x, y) удовлетворяет однородному
уравнению (1) и однородным краевым условиям. Докажем, что u(x, y) ≡ 0 в Ω̄.

В области Ω справедливо тождество

uL[u] ≡ 0

или
∂

∂x

(

uuxxx − uxuxx + a1(x)uux −
1

2
a′1(x)u

2 +
1

2
a2(x)u

2

)

− ∂

∂y
(uuy) +

+ u2xx − a1(x)u
2
x +

(

a3(x) +
1

2
a′′1(x)−

1

2
a′2(x)

)

u2 + u2y = 0. (5)

Проинтегрировав равенство (5) по области Ω, с учётом однородных краевых условий
получим

p∫

0

q∫

0

u2xx dx dy−
p∫

0

q∫

0

a1(x)u
2
x dx dy+

p∫

0

q∫

0

u2y dx dy+

p∫

0

q∫

0

(

a3(x) +
1

2
a′′1(x)−

1

2
a′2(x)

)

u2 dx dy = 0,

откуда следует, что u(x, y) ≡ 0, (x, y) ∈ Ω̄. Теорема доказана.
Теорема 2. Если выполняется неравенство

C <
μ3
1(1− e−2μ1p)2

p(2μ2
1 + 3μ1(1 + e−4μ1p) + 3)

,

в котором μ1 =
√

π/(2q), C = max
ξ∈[0,p]

{|ai(ξ)|, |a′i(ξ)|, |a′′1(ξ)|}, i = 1, 2, 3, то решение задачи

(1)–(4) существует.
Доказательство. Решение задачи (1)–(4) ищем в виде

u(x, y) = v(x, y) + w(x, y),
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где функция v(x, y) является решением задачи

L[v] ≡ vxxxx + a1(x)vxx + a2(x)vx + a3(x)v − vyy = 0,

v(x, 0) = v(x, q) = 0, 0 � x � p,

v(0, y) = ψ1(y), v(p, y) = ψ2(y),

vxx(0, y) = ψ3(y), vxx(p, y) = ψ4(y), 0 � y � q, (6)

а функция w(x, y) – решением задачи

L[w] ≡ wxxxx + a1(x)wxx + a2(x)wx + a3(x)w − wyy = f(x, y),

w(x, 0) = w(x, q) = 0, 0 � x � p,

w(0, y) = w(p, y) = wxx(0, y) = wxx(p, y) = 0, 0 � y � q. (7)

Решение задачи (6) ищем в виде

v(x, y) = X(x)Y (y). (8)

После подстановки (8) в (6) и разделения переменных получим относительно функции
Y (y) следующую спектральную задачу:

Y ′′(y) + λY (y) = 0, Y (0) = Y (q) = 0. (9)

Известно [16, с. 200], что нетривиальное решение задачи (9) существует при собственных зна-
чениях

λ = λn =

(
πn

q

)2

, n ∈ N,

которым соответствуют собственные функции

Yn(y) = sin

(
πn

q
y

)

, n ∈ N.

Подставив (8) в (6), получим относительно функции X(x) задачу

X(4) + a1(x)X
′′ + a2(x)X

′ + a3(x)X + λnX = 0,

X(0) = ψ1n, X(p) = ψ2n, X ′′(0) = ψ3n, X ′′(p) = ψ4n, (10)

где ψin = (2/q)
∫ q
0 ψi(η) sin(πnη/q) dη, i = 1, 4.

Введём обозначение
V (x) = X(x) − ρ(x), (11)

ρn(x) = ψ1n +

(
ψ2n − ψ1n

p
− 2ψ3n + ψ4n

6
p

)

x+
ψ3n

2
x2 +

ψ4n − ψ3n

6p
x3, (12)

с помощью которого задача (10) принимает вид

V (4)
n + λnVn = λngn(x)− a1(x)V

′′
n − a2(x)V

′
n − a3(x)Vn,

Vn(0) = Vn(p) = V ′′
n (0) = V ′′

n (p) = 0, (13)

здесь

gn(x) =

(
x− p

p
+

a2(x)− pa3(x) + xa3(x)

λnp

)

ψ1n −
(
x

p
+

a2(x) + xa3(x)

λnp

)

ψ2n +
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+

(
2xp2 − 3px2 + x3

6p
− 3px2a3(x) + x3a3

6λnp

)

ψ3n +

+
6xa1(x) + 2p2a2(x)− 6pxa2(x)− 6pa1(x) + 3x2a2(x) + 2p2xa3(x)

6λnp
ψ3n +

+

(
xp2 − x3

6p
+

p2a2(x)− 6xa1(x)− 3x2a2(x) + xp2a3(x)− x3a3(x)

6λnp

)

ψ4n.

Согласно теореме Гильберта [17, с. 224] решение задачи (13) определяется по формуле

Vn(x) = λn

p∫

0

Gn(x, ξ)gn(ξ) dξ −
p∫

0

Gn(x, ξ)(a1(ξ)Vn
′′(ξ) + a2(ξ)Vn

′(ξ) + a3(ξ)Vn(ξ)) dξ, (14)

где функция Грина

Gn(x, ξ) =

{
G1

n(x, ξ), 0 � x < ξ,

G2
n(x, ξ), ξ < x � p,

G1
n(x, ξ) =

1

2μ3
nΔ

{[cos(μnp) sh (μnp)(cos(μn(ξ− p)) sh (μn(ξ− p))− sin(μn(ξ− p)) ch (μn(ξ− p)))+

+sin(μnp) ch (μnp)(cos(μn(ξ−p)) sh (μn(ξ−p))+sin(μn(ξ−p)) ch (μn(ξ−p)))] cos(μnx) sh (μnx)+

+ [sin(μnp) ch (μnp)(cos(μn(ξ − p)) sh (μn(ξ − p))− sin(μn(ξ − p)) ch (μn(ξ − p)))−
−cos(μnp) sh (μnp)(cos(μn(ξ−p)) sh (μn(ξ−p))− sin(μn(ξ−p)) ch (μn(ξ−p)))] sin(μnx) ch (μnx)},

G2
n(x, ξ) =

1

2μ3
nΔ

{[cos(μnp) sh (μnp)(cos(μnξ) sh (μnξ)− sin(μnξ) ch (μnξ)) +

+ sin(μnp) ch (μnp)(cos(μnξ) sh (μnξ) + sin(μnξ) ch (μnξ))] cos(μn(x− p)) sh (μn(x− p)) +

+ [sin(μnp) ch (μnp)(cos(μnξ) sh (μnξ)− sin(μnξ) ch (μnξ))−
− cos(μnp) sh (μnp)(cos(μnξ) sh (μnξ) + sin(μnξ) ch (μnξ))] sin(μn(x− p)) ch (μn(x− p))}.

Здесь

μn =

√
πn

2q
, Δ =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

a11 = cos(μn(ξ−p)) sh (μn(ξ−p)), a12 = sin(μn(ξ−p)) ch (μn(ξ−p)), a13 = − cos(μnξ) sh (μnξ),

a14 = − sin(μnξ) ch (μnξ), a21 = cos(μn(ξ − p)) ch (μn(ξ − p))− sin(μn(ξ − p)) sh (μn(ξ − p)),

a22 = cos(μn(ξ − p)) ch (μn(ξ − p)) + sin(μn(ξ − p)) sh (μn(ξ − p)),

a23 = sin(μnξ) sh (μnξ)− cos(μnξ) ch (μnξ), a24 = − cos(μnξ) ch (μnξ)− sin(μnξ) sh (μnξ),

a31 = − sin(μn(ξ−p)) ch (μn(ξ−p)), a32 = cos(μn(ξ−p)) sh (μn(ξ−p)), a33 = sin(μnξ) ch (μnξ),

a34 = − cos(μnξ) sh (μnξ), a41 = − cos(μn(ξ − p)) ch (μn(ξ − p))− sin(μn(ξ − p)) sh (μn(ξ − p)),

a42 = cos(μn(ξ − p)) ch (μn(ξ − p))− sin(μn(ξ − p)) sh (μn(ξ − p)),

a43 = cos(μnξ) ch (μnξ) + sin(μnξ) sh (μnξ), a44 = sin(μnξ) sh (μnξ)− cos(μnξ) ch (μnξ).

Вычислив определитель Δ, имеем

Δ = −e2μnpΔ̄,
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где Δ̄ определяется по формуле

Δ̄ =
1 + e−4μnp

2
− cos(2μnp)e

−2μnp

и для него справедлива оценка снизу

|Δ̄| � 1

2
(1− e−2μ1p)2 = δ > 0.

Проинтегрировав по частям равенство (14), получим

Vn(x) = λn

p∫

0

Gn(x, ξ)gn(ξ) dξ +

+

p∫

0

(−Gnξξa1(ξ) + (a2(ξ)− 2a′1(ξ))Gnξ + (a′2(ξ)− a′′1(ξ)− a3(ξ))Gn)Vn dξ. (15)

Для удобства в дальнейших вычислениях введём обозначения

V0n(x) = λn

p∫

0

Gn(x, ξ)gn(ξ) dξ,

Ḡn(x, ξ) = −a1(ξ)Gnξξ + (a2(ξ)− 2a′1(ξ))Gnξ + (a′2(ξ)− a′′1(ξ)− a3(ξ))Gn,

в результате чего равенство (15) примет вид

Vn(x) = V0n(x) +

p∫

0

Ḡn(x, ξ)Vn(ξ) dξ (16)

– интегрального уравнения Фредгольма второго рода. Запишем решение (16) с помощью ре-
зольвенты

Vn(x) = V0n(x) +

p∫

0

Rn(x, ξ)V0n(ξ) dξ, (17)

где

Rn(x, ξ) = Ḡ1n(x, ξ) +

∞∑

m=2

Ḡmn(x, ξ),

Ḡmn(x, ξ) =

p∫

0

Ḡ1n(x, s)Ḡ(m−1)n(s, ξ)ds, m = 2, 3, . . . , Ḡ1n(x, ξ) = Ḡn(x, ξ).

Оценим функции Gn(x, ξ), Gnξ(x, ξ) и Gnξξ(x, ξ) :

|Gn(x, ξ)| � K

μ3
n

, |Gnξ(x, ξ)| � K

μ2
n

(1 + e−4μnp), |Gnξξ(x, ξ)| � 2K

μn
,

здесь K = 1/(2δ) = (1− e−2μ1p)−2. Тогда для функции Ḡn(x, ξ) справедлива оценка

|Ḡn(x, ξ)| � CK

(
2

μn
+

3

μ2
n

(1 + e−4μnp) +
3

μ3
n

)

.
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Оценим теперь решение (17). Имеем неравенство

|Rn(x, ξ)| � |Ḡ1n(x, ξ)|+ |Ḡ2n(x, ξ)| + . . . + |Ḡmn(x, ξ)|+ . . . ,

для правой части которого составим мажорирующий ряд. Введём обозначение

J = CK

(
2

μ1
+

3

μ2
1

(1 + e−4μ1p) +
3

μ3
1

)

и найдём
|Ḡ1n(x, ξ)| � |Ḡn(x, ξ)| � J,

|Ḡmn(x, ξ)| �
p∫

0

|Ḡ1n(x, s)||Ḡ(m−1)n(s, ξ)|ds � Jmpm−1, i = 2, 3, . . .

Тогда мажорирующий ряд имеет вид

1

p

∞∑

m=1

(Jp)m. (18)

Условие теоремы 2 можно записать в виде

CKp

(
2

μ1
+

3

μ2
1

(1 + e−4μ1p) +
3

μ3
1

)

< 1,

откуда следует неравенство Jp < 1, ввиду которого ряд (18) является бесконечно убывающей
геометрической прогрессией. В этом случае резольвента равномерно сходится и её оценка имеет
вид

|Rn(x, ξ)| � J

1− Jp
. (19)

В каждом из интервалов 0 � ξ < x и x < ξ � p функция Gn(x, ξ), рассматриваемая как
функция от переменной ξ, является решением уравнения

Gnξξξξ(x, ξ) + λnGn(x, ξ) = 0.

Подставив Gn(x, ξ) = −Gnξξξξ(x, ξ)/λn в V0n(x), имеем

V0n(x) = −
x∫

0

G2
nξξξξ(x, ξ)gn(ξ) dξ −

p∫

x

G1
nξξξξ(x, ξ)gn(ξ) dξ.

Учитывая равенство G1
nξξξ(x, x) −G2

nξξξ(x, x) = 1, интегрируем по частям V0n(x) один раз и
находим

V0n(x) = gn(x) + gn(0)G
2
nξξξ(x, 0) − gn(p)G

1
nξξξ(x, p) +

p∫

0

Gnξξξ(x, ξ)g
′
n(ξ) dξ.

С учётом условий (4) интегрируем по частям ψin три раза:

ψin = − q3

π3n3

2

q

q∫

0

ψ′′′
i (η) cos

(
πn

q
η

)

dη = −
(
q

π

)3Ψin

n3
, i = 1, 4,
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где Ψin = (2/q)
∫ q
0 ψ′′′

i (η) cos(πnη/q) dη, i = 1, 4. Отсюда получим следующие неравенства:

|ψin| �
(
q

π

)3 |Ψin|
n3

, i = 1, 4.

В результате имеем оценку

|V0n(x)| � M1

n3
(|Ψ1n|+ |Ψ2n|+ |Ψ3n|+ |Ψ4n|), (20)

здесь M1 > 0 – известное число.
Согласно (19), (20) запишем

|Vn(x)| � 1

n3
(|Ψ1n|+ |Ψ2n|+ |Ψ3n|+ |Ψ4n|)

M1

1 − Jp
. (21)

В силу формул (8), (11) и (12) решение задачи (6) имеет вид

v(x, y) =

∞∑

n=1

(Vn(x) + ρn(x)) sin

(
πn

q
y

)

.

Исследуем полученный ряд на сходимость. С учётом (21) и неравенства

|ρn(x)| � M2

n3
(|Ψ1n|+ |Ψ2n|+ |Ψ3n|+ |Ψ4n|),

где M2 > 0 – известное число, получим оценку

|v(x, y)| �
∞∑

n=1

1

n3
(|Ψ1n|+ |Ψ2n|+ |Ψ3n|+ |Ψ4n|)

(
M1

1− Jp
+M2

)

< ∞.

Теперь покажем равномерную сходимость vxxxx(x, y). После некоторых вычислений нахо-
дим оценку

|vxxxx(x, y)| � M3

∞∑

n=1

1

n
(|Ψ1n|+ |Ψ2n|+ |Ψ3n|+ |Ψ4n|),

где M3 > 0 – известное число.
Для того чтобы показать сходимость правой части этого неравенства, используем неравен-

ства Коши–Буняковского и Бесселя:

|vxxxx(x, y)| � M3

(
√
√
√
√

∞∑

n=1

|Ψ1n|2 +

√
√
√
√

∞∑

n=1

|Ψ2n|2 +

√
√
√
√

∞∑

n=1

|Ψ3n|2 +

√
√
√
√

∞∑

n=1

|Ψ4n|2
)
√
√
√
√

∞∑

n=1

1

n2
�

� M3(‖ψ′′′
1 (y)‖+ ‖ψ′′′

2 (y)‖+ ‖ψ′′′
3 (y)‖+ ‖ψ′′′

4 (y)‖)
√

π2

6
< ∞,

где
∞∑

n=1

|Ψin|2 � ‖ψ′′′
i (y)‖2L2(0,q)

, i = 1, 4,

∞∑

n=1

1

n2
=

π2

6
.

Учитывая неравенство

|vyy(x, y)| � |vxxxx(x, y)| + |a1(x)||vxx(x, y)|+ |a2(x)||vx(x, y)| + |a3(x)||v(x, y)|,

заключаем, что и vyy тоже сходится.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 2 2023



190 АПАКОВ, МАМАЖОНОВ

Теперь решение задачи (7) ищем в виде

w(x, y) =

∞∑

n=1

χn(x) sin

(
πn

q
y

)

.

Разложим функцию f(x, y) в ряд Фурье

f(x, y) =

∞∑

n=1

fn(x) sin

(
πn

q
y

)

,

коэффициенты которого определяются по формуле

fn(x) =
2

q

q∫

0

f(x, η) sin

(
πn

q
η

)

dη.

В результате получим задачу

χ4
n(x) + λnχn(x) = fn(x)− a1(x)χ

′′
n(x)− a2(x)χ

′
n(x)− a3(x)χn(x),

χn(0) = χn(p) = χ′′
n(0) = χ′′

n(p) = 0,

решение которой имеет вид

χn(x) =

p∫

0

Gn(x, ξ)fn(ξ) dξ −
p∫

0

Gn(x, ξ)(a1(ξ)χ
′′
n(ξ) + a2(ξ)χ

′
n(ξ) + a3(ξ)χn(ξ)) dξ.

Проинтегрировав по частям второй интеграл, находим

χn(x) =

p∫

0

Gn(x, ξ)fn(ξ) dξ +

+

p∫

0

(−Gnξξa1(ξ) + (a2(ξ)− 2a′1(ξ))Gnξ + (a′2(ξ)− a′′1(ξ)− a3(ξ))Gn)χn(ξ) dξ.

Введём обозначения

χ0n(x) =

p∫

0

Gn(x, ξ)fn(ξ) dξ,

Ḡn(x, ξ) = −a1(ξ)Gnξξ + (a2(ξ)− 2a′1(ξ))Gnξ + (a′2(ξ)− a′′1(ξ)− a3(ξ))Gn,

в результате получим

χn(x) = χ0n(x) +

p∫

0

Ḡn(x, ξ)χn(ξ) dξ

– интегральное уравнение Фредгольма второго рода, решение которого определяется по фор-
муле

χn(x) = χ0n(x) +

p∫

0

Rn(x, ξ)χ0n(ξ) dξ.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 2 2023



КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ НЕОДНОРОДНОГО УРАВНЕНИЯ ЧЕТВЁРТОГО ПОРЯДКА 191

С учётом условий (4) интегрируем по частям fn(x) :

fn(x) =
q

πn
Φn(x),

где Φn(x) = (2/q)
∫ q
0 fη(x, η) cos(πnη/q) dη.

Учитывая
Gn(x, ξ) = −Gnξξξξ(x, ξ)

λn
,

находим выражение

χ0n(x) = − 1

λn

p∫

0

Gnξξξξ(x, ξ)fn(ξ) dξ,

проинтегрировав которое по частям один раз, с учётом G1
nξξξ(x, x)−G2

nξξξ(x, x) = 1 получим

χ0n(x) =
1

λn

(

fn(x) + fn(0)G
2
nξξξ(x, 0) − fn(p)G

1
nξξξ(x, p) +

p∫

0

Gnξξξ(x, ξ)f
′
n(ξ) dξ

)

.

В результате имеем неравенство

|χ0n(x)| � M4

n3
(|Φn(x)|+ |Φn(0)| + |Φn(p)|+ |Φ′

n(x)|), (22)

где M4 > 0 – известное число. В силу (19) и (22) находим оценку

|χn(x)| � 1

n3
(|Φn(x)|+ |Φn(0)| + |Φn(p)|+ |Φ′

n(x)|)
M4

1 − Jp
.

Таким образом, справедливы соотношения

|w(x, y)| �
∞∑

n=1

1

n3
(|Φn(x)|+ |Φn(0)|+ |Φn(p)|+ |Φ′

n(x)|)
M4

1− Jp
< ∞,

откуда следует, что решение задачи (7) сходится.
Покажем равномерную сходимость wxxxx(x, y). После некоторых вычислений находим

|wxxxx(x, y)| � M5

∞∑

n=1

1

n
(|Φn(x)|+ |Φn(0)|+ |Φn(p)|+ |Φ′

n(x)|),

где M5 > 0 – известное число.
Для правой части этого неравенства используем неравенства Коши–Буняковского и Бес-

селя:

|wxxxx(x, y)| � M5

(
√
√
√
√

∞∑

n=1

|Φn(x)|2 +

√
√
√
√

∞∑

n=1

|Φn(0)|2 +

√
√
√
√

∞∑

n=1

|Φn(p)|2 +

√
√
√
√

∞∑

n=1

|Φ′
n(x)|2

)

×

×

√
√
√
√

∞∑

n=1

1

n2
� M5(‖fy(x, y)‖+ ‖fy(0, y)‖ + ‖fy(p, y)‖+ ‖fxy(x, y)‖)

√
π2

6
< ∞,

здесь
∞∑

n=1

|Φn(x)|2 � ‖fy(x, y)‖2L2(0,q)
,

∞∑

n=1

|Φn(0)|2 � ‖fy(0, y)‖2L2(0,q)
,
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∞∑

n=1

|Φn(p)|2 � ‖fy(p, y)‖2L2(0,q)
,

∞∑

n=1

|Φ′
n(x)|2 � ‖fxy(x, y)‖2L2(0,q)

,

∞∑

n=1

1

n2
=

π2

6
.

Учитывая оценку

|wyy(x, y)| � |wxxxx(x, y)|+ |a1(x)||wxx(x, y)|+ |a2(x)||wx(x, y)|+ |a3(x)||w(x, y)| + |f(x, y)|,

заключаем, что и wyy тоже сходится. Теорема доказана.
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