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отсутствия решений в неограниченных областях. Приведены примеры, демонстрирующие
точность этих условий.
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Введение. Рассмотрим задачу

Δ∞u � f(x, u) в Ω, u|∂Ω = 0, (1)

где Ω – неограниченная область в пространстве R
n, n � 2,

Δ∞u =
1

2
∇|∇u|2∇u =

n∑

i,j=1

∂2u

∂xi∂xj

∂u

∂xi

∂u

∂xj

– ∞-оператор Лапласа, а f – некоторая функция такая, что выполняется неравенство

f(x, t) > 0 (2)

для всех t > 0 и x ∈ Ω. Обозначим через Br и Sr, соответственно, открытый шар и сферу
в R

n радиуса r > 0 с центром в нуле. Будем предполагать, что Sr
⋂

Ω �= ∅ для всех r > r∗,
где r∗ > 0 – некоторое вещественное число. Пусть также найдутся вещественные числа σ > 1
и θ > 1 такие, что

inf
x∈Ωr,σ

ζ∈(t/θ,tθ)

f(x, |x|ζ) � q(r)g(t) (3)

для всех t > 0 и r > r∗, где Ωr,σ = {x ∈ Ω : r/σ < |x| < rσ}, а q и g – неотрицательные
измеримые функции, причём inf

K
g > 0 для любого компакта K ⊂ (0,∞).

Решения задачи (1) будем понимать в вязкостном смысле (см. [1, 2]). Если ∂Ω = ∅, т.е.
Ω = R

n, то краевое условие в (1) считается выполненным автоматически.
Явление отсутствия нетривиальных решений у дифференциальных уравнений и неравенств

(blow-up) исследовалось многими авторами [3–19]. В случае когда главная часть дифференци-
ального оператора имеет дивергентный вид, хорошо зарекомендовал себя метод нелинейной
емкости, основные идеи которого изложены в работах [6, 18]. Для неравенств (1) этот метод,
очевидно, не работает. В предположении, что Ω – ограниченная область, явление blow-up для
неравенств вида (1) изучалось в статьях [20–22], в которых рассматривался так называемый
“граничный blow-up” или, другими словами, “большие решения”, стремящиеся к бесконечности
при приближении к границе ∂Ω. Зависимость правой части от пространственной переменной
в работах [20–22] по существу не учитывалась. В случае неограниченных областей условия
отсутствия нетривиальных решений задачи (1) до настоящего момента не были известны.
Теорема, доказанная в данной работе, устраняет этот пробел.

Определение 1. Функция u : Ω → R называется полунепрерывной сверху в точке x ∈ Ω,
если выполняется неравенство

lim sup
y→x

u(y) � u(x).
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Говорим, что функция u полунепрерывна сверху на множестве G ⊂ Ω, если она полуне-
прерывна сверху в каждой точке x ∈ G.

Определение 2. Суперджетом второго порядка J2,+
Ω u(x) функции u : Ω → R в точке

x ∈ Ω называется множество упорядоченных пар (v,A), где v ∈ R
n – некоторый вектор и

A – симметрическая n× n-матрица такие, что справедлива оценка

u(y)− u(x) � 〈v, y − x〉+ 1

2
〈A(y − x), y − x〉+ ¯̄o(|y − x|2)

для всех y из некоторой окрестности точки x. Здесь и ниже угловыми скобками обозначено
стандартное скалярное произведение в пространстве R

n.
Заметим, что в случае u ∈ C2(Ω) множество J2,+

Ω u(x) не пусто для любой точки x ∈ Ω,
так как

(Du(x),D2u(x)) ∈ J2,+
Ω u(x),

где Du(x) – вектор градиента, а D2u(x) – матрица вторых производных функции u в точке x.
Определение 3. Функция u � 0 называется неотрицательным решением задачи (1),

если она полунепрерывна сверху на множестве Ω, равна нулю на границе ∂Ω, и при этом для
любой точки x ∈ Ω такой, что J2,+

Ω u(x) �= ∅, выполнено соотношение

〈Av, v〉 � f(x, u(x)) (4)

для всех (v,A) ∈ J2,+
Ω u(x).

В общем случае (см. [1]) полунепрерывная сверху функция u называется вязкостным
решением неравенства

F (x, u,Du,D2u) � 0 в области Ω,

где F – некоторая функция, если для любой точки x ∈ Ω такой, что J2,+
Ω u(x) �= ∅, выполнено

соотношение
F (x, u(x), v, A) � 0 (5)

для всех (v,A) ∈ J2,+
Ω u(x). В частности, полагая

F (x, u,Du,D2u) = f(x, u)−
n∑

i,j=1

∂2u

∂xi∂xj

∂u

∂xi

∂u

∂xj
(6)

в формуле (5), будем иметь неравенство (4).
Для того чтобы классические решения были одновременно вязкостными, на функцию F

накладывается условие вырожденной эллиптичности

F (x, ζ, v,A) � F (x, ζ, v,B)

для всех x ∈ Ω, вещественных чисел ζ, векторов v ∈ R
n и симметрических n× n-матриц

A � B. Последнее неравенство понимается в смысле квадратичных форм. Именно, говорим,
что A � B, если

〈Av, v〉 � 〈Bv, v〉
для всех v ∈ R

n. Функция F, определённая формулой (6), очевидно, условию вырожденной
эллиптичности удовлетворяет.

1. Формулировка основных результатов. Справедливы следующие утверждения.
Теорема. Пусть выполнены соотношения

∞∫

1

(g(t)t)−1/4 dt < ∞,

∞∫

r∗

q(r) dr = ∞. (7)

Тогда любое неотрицательное решение задачи (1) тождественно равно нулю.
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Частным случаем (1) является задача

Δ∞u � c(|x|)uλ в Ω, u|∂Ω = 0, (8)

где c – положительная монотонно невозрастающая функция.
Следствие. Предположим, что λ > 3 и

∞∫

r∗

rλc(r) dr = ∞.

Тогда любое неотрицательное решение задачи (8) тождественно равно нулю.
Теорема и следствие из неё будут доказаны в п. 3. Сейчас приведём примеры, демонстри-

рующие точность этих результатов.
Пример 1. Рассмотрим неравенство

Δ∞u � c0(1 + |x|)suλ в R
n, (9)

где c0 = const > 0. Согласно следствию условия

λ > 3 и s � −λ− 1

гарантируют, что любое неотрицательное решение неравенства (9) тождественно равно нулю.
Эти условия являются точными. Действительно, не представляет труда убедиться в том, что
в случае λ > 3 и s < −λ− 1, выражение

u(x) =

{
|x|−(4+s)/(λ−3) − r

−(4+s)/(λ−3)
0 , |x| > r0,

0, |x| � r0,

где r0 > 0 – некоторое вещественное число, определяет неотрицательное решение (9). При
этом в случае λ � 3 несколько более сложными рассуждениями можно показать, что нера-
венство (9) имеет нетривиальное неотрицательное решение для всех s ∈ R.

Пример 2. Будем исследовать критический показатель s = −λ − 1 в правой части (9).
Пусть функция u � 0 удовлетворяет неравенству

Δ∞u � c0(1 + |x|)−λ−1 lnμ(2 + |x|)uλ в R
n, (10)

где c0 = const > 0. Применив следствие, получим, что при

λ > 3 и μ � −1 (11)

функция u тождественно равна нулю. В то же время прямыми вычислениями можно убе-
диться в том, что при λ > 3 и μ < −1 формула

u(x) =

{
|x| ln−(μ+1)/(λ−3) |x| − r0 ln

−(μ+1)/(λ−3) r0, |x| > r0,

0, |x| � r0,

где r0 > 0 достаточно велико, задаёт неотрицательное решение (10). Таким образом, в (11)
второе условие, как и первое, является точным. Можно показать, что в случае λ � 3 нера-
венство (10) имеет нетривиальное неотрицательное решение для всех μ ∈ R.

Пример 3. Исследуем критический показатель λ = 3 в (9). Рассмотрим неравенство

Δ∞u � c0(1 + |x|)su3 lnν(2 + u) в R
n, (12)

где c0 = const > 0. В соответствии с теоремой если

ν > 4 и s � −4, (13)
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то любое неотрицательное решение неравенства (12) тождественно равно нулю. При этом если
ν > 4 и s < −4, то функция

u(x) =

{

e|x|
(4+s)/(4−ν) − er

(4+s)/(4−ν)
0 , |x| > r0,

0, |x| � r0,

где r0 > 0 достаточно велико, является неотрицательным решением (12). Если же нарушено
первое условие в (13), т.е. ν � 4, то неравенство (12) имеет нетривиальное неотрицательное
решение для любого s ∈ R. Тем самым оба условия в (13) являются точными.

2. Вспомогательные утверждения. Ниже будем предполагать, что выполнены усло-
вия (7). Возьмём функцию ω ∈ C∞(R), положительную на интервале (−1, 1), равную нулю
на множестве R \ (−1, 1) и такую, что справедливо равенство

∞∫

−∞

ω(t) dt = 1.

Обозначим
ωδ(t) =

1

δ
ω

(
t

δ

)

, δ > 0.

Лемма 1. Пусть μ > 1, ν > 1 и 0 < α � 1 – вещественные числа, а η : (0,∞) → (0,∞)
и H : (0,∞) → (0,∞) – измеримые функции, причём

η(t) � inf
(t/μ,tμ)

H

для всех t ∈ (0,∞). Тогда имеет место оценка

(M2∫

M1

η−α(t)tα−1 dt

)1/α

� C

M2∫

M1

dt

H(t)

для всех вещественных чисел M1 > 0 и M2 > 0 таких, что M2 � νM1, где постоянная
C > 0 зависит только от α, ν и μ.

Лемма 2. Пусть 0 < r1 < r2 и 0 < α � 1 – вещественные числа, а η : (r1, r2) → [0,∞) –
измеримая функция, тогда

r2∫

r1

( ρ∫

r1

η(ξ) dξ

)α

dρ � C

r2∫

r1

(

1− ξ

r2

)α

(ξη(ξ))α dξ,

где постоянная C > 0 зависит только от α.
Лемма 3. Пусть 0 < r1 < r2 и 0 < α < 1 – вещественные числа, а η : (r1, r2) → [0,∞) –

измеримая функция, тогда

( r2∫

r1

η(ξ) dξ

)α

� C

r2∫

r1

η(ξ)κα−1(ξ) dξ, (14)

где κ(ξ) =
∫ r2
ξ η(ζ) dζ, а постоянная C > 0 зависит только от α.

Замечание. Если κ(ξ) = 0 для некоторого ξ ∈ (r1, r2), то η(ζ) = 0 для почти всех ζ ∈
∈ (ξ, r2). В этом случае будем считать, что в правой части (14) величина η(ξ)κα−1(ξ) также
равна нулю.
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Лемма 4. Пусть γ > 0, λ > 1 и r0 > r∗ – вещественные числа, а p : [r∗,∞) → [0,∞) –
локально суммируемая функция такая, что

rp(r)

/ r∫

r∗

p(ξ) dξ � γ

для всех r � r0. Тогда выполняется неравенство

λr∫

r∗

p(ξ) dξ � C

r∫

r∗

p(ξ) dξ

для всех r � r0, где постоянная C > 0 зависит только от γ и λ.
Доказательство леммы 1 можно найти в [13, лемма 2.3]. Леммы 2 и 3 доказаны в работе [12,

леммы 2.2 и 2.3], а лемма 4 – в [14, лемма 2.7].
Лемма 5. Пусть μ > 1 – вещественное число, а H : (0,∞) → (0,∞) – измеримая

функция такая, что
η(t) = inf

(t/μ,tμ)
H > 0

для всех t ∈ (0,∞) и при этом
∞∫

1

(η(t)t)−1/4 dt < ∞. (15)

Тогда существует бесконечно гладкая функция h : (0,∞) → (0,∞), удовлетворяющая следу-
ющим условиям:

1) h(t) � H(t) для всех t ∈ (0,∞);
2) h(t2) � h(t1) для всех t2 � t1 > 0;
3) для любого вещественного числа α > 0 найдётся постоянная β > 0, зависящая только

от α и μ, такая, что h(αt) � βh(t) для всех t � 2;
4) имеет место неравенство

∞∫

1

(h(t)t)−1/4 dt < ∞. (16)

Доказательство. Возьмём tk = μk/4, k ∈ N
⋃
{0}. Рассуждая по индукции, построим

последовательность монотонно неубывающих функций hk : [1, tk] → (0,∞), k ∈ N, со следу-
ющими свойствами:

i) hk(t) � hs(t) � H(t) для всех t ∈ [1, ts], 1 � s � k;
ii) hk(μ

1/4t) � μ2hk(t) для всех t ∈ [1, tk−1], k ∈ N;
iii) для всех k ∈ N выполнено неравенство

tk∫

1

(hk(t)t)
−1/4 dt � μ1/2

1− μ−1/16

tk∫

1

(η(t)t)−1/4 dt. (17)

Обозначим
γk = sup

(tk−1,tk+1)
η, k ∈ N,

и пусть h1 = γ1. Предположим теперь, что для некоторого k � 2 функция hk−1 уже известна.
Возьмём

hk(t) =

{
min{γk, hk−1(t)}, t ∈ [1, tk−1],

min{γk, hk−1(tk−1)}, t ∈ [tk−1, tk],
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если
μhk−1(tk−1) � γk, (18)

и

hk(t) =

⎧
⎨

⎩

hk−1(t), t ∈ [1, tk−1],
tk − t+ μ(t− tk−1)

tk − tk−1
hk−1(tk−1), t ∈ [tk−1, tk],

если условие (18) не выполнено. Несложно увидеть, что hk удовлетворяет условиям i) и ii).
Покажем, что для hk справедливо неравенство (17). В случае k = 1 это неравенство следует
из определений h1 и γ1. Пусть k � 2 и при этом

ts∫

1

(hs(t)t)
−1/4 dt � μ1/2

1− μ−1/16

ts∫

1

(η(t)t)−1/4 dt (19)

для всех 1 � s � k − 1. Предположим сначала, что имеет место (18) и пусть s � 0 – мини-
мальное целое число такое, что μhk(ts) � hk(tk). Из определения функции hk следует, что
hs = hk на промежутке [1, ts]. Поскольку

hk(t) �
hk(tk)

μ
� γk

μ2

для всех t ∈ (ts, tk), получим

tk∫

ts

(hk(t)t)
−1/4 dt � 4

3
μ1/2γ

−1/4
k t

3/4
k .

Объединив последнее неравенство с очевидным соотношением

tk∫

tk−1

(η(t)t)−1/4 dt � 4

3
γ
−1/4
k (t

3/4
k − t

3/4
k−1) =

4

3
γ
−1/4
k (1− μ−3/16)t

3/4
k ,

будем иметь соотношение

tk∫

ts

(hk(t)t)
−1/4 dt � μ1/2

1− μ−3/16

tk∫

tk−1

(η(t)t)−1/4 dt. (20)

Если s = 0, то (20) немедленно влечёт за собой (17). Предположим, что s � 1. Так как
s � k − 1, то справедлива оценка (19), сложив которую с (20), получим неравенство (17).

Предположим теперь, что (18) не выполнено. Тогда hk(tk) = μhk(tk−1). Пусть s � 1 –
наименьшее целое число такое, что hk(tk) = μk−shk(ts). Имеем

ti+1∫

ti

(hk(t)t)
−1/4 dt = μ−(i−s)/16

ts+1∫

ts

(hk(t)t)
−1/4 dt

для всех s � i � k − 1, поэтому выполняется оценка

tk∫

ts

(hk(t)t)
−1/4 dt � 1

1− μ−1/16

ts+1∫

ts

(hk(t)t)
−1/4 dt. (21)
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В то же время, учитывая монотонность функции hk и то обстоятельство, что

hk(ts) = hk(ts−1) � γs/μ,

будем иметь hk(t) � η(t)/μ для всех t ∈ (ts, ts+1). Таким образом, принимая во внимание (21),
получаем неравенство

tk∫

ts

(hk(t)t)
−1/4 dt � μ1/4

1− μ−1/16

ts+1∫

ts

(η(t)t)−1/4 dt.

Поскольку hs = hk на промежутке [1, ts], то, складывая последнее выражение с оценкой (19),
снова приходим к (17).

Заметим, что ввиду (15) справедливо соотношение lim
k→∞

γk = ∞, поэтому последователь-
ность функций hk, k ∈ N, стабилизируется при k → ∞ на любом компакте, принадлежащем
множеству [1,∞). В частности, для всех t ∈ [1,∞) существует предел

h̃(t) = lim
k→∞

hk(t).

Продолжим функцию h̃ на всю вещественную ось, положив, что h̃(t) = min{h̃(1), inf
(t,1]

H} при

t ∈ (0, 1) и h̃(t) = 0 при t ∈ (−∞, 0]. Для завершения доказательства леммы 5 остаётся взять

h(t) =

∞∫

−∞

ω1/2(t− τ)h̃

(

τ − 1

2

)

dτ, t > 0.

Лемма доказана.
Дальнейшие рассуждения будем проводить в несколько шагов. Договоримся обозначать

через C положительные, возможно, различные постоянные, зависящие только от σ и θ.
Шаг 1. Применив лемму 5, где μ = θ1/2 и H(t) = sup

(t/μ,tμ)
g, будем иметь монотонно неубы-

вающую бесконечно гладкую функцию h : (0,∞) → (0,∞) такую, что выполняется оценка

h(4t) � Ch(t) (22)

для всех t � 2, справедливо условие (16) и при этом

inf
x∈Ωr,σ

ζ∈(θ−1/2t,θ1/2t)

f(x, |x|ζ) � q(r)h(t) (23)

для всех t > 0 и r > r∗.
Шаг 2. Возьмём непрерывную функцию p : [0,∞) → [0,∞) и вещественное число R∗ > r∗,

удовлетворяющие следующим условиям:

p(r) = 0 для всех 0 � r � R∗;

p(r) = e−1/(r−R∗)+1p(R∗ + 1) > 0 для всех R∗ < r � R∗ + 1; (24)

inf
x∈Ω

r,σ1/4

ζ∈(θ−1/2t,θ1/2t)

f(x, |x|ζ) � p(r)h(t) для всех t > 0, r > R∗; (25)

rp(r) � 1 для всех r � 0; (26)
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∞∫

r∗

p(r) dr = ∞. (27)

Покажем, что такие функция p и вещественное число R∗ существуют, причём R∗ можно
сделать сколь угодно большим. Положим

Qδ(r) =

∞∫

−∞

ωδ(r − ρ)Q(ρ) dρ, δ > 0,

где

Q(ρ) =

⎧
⎨

⎩

0, ρ ∈ (−∞, r∗],

sup
(σ−1/4ρ,σ1/4ρ)

⋂
(r∗,∞)

q, ρ ∈ (r∗,∞).

Принимая во внимание (23), будем иметь

inf
x∈Ω

r,σ1/2

ζ∈(θ−1/2t,θ1/2t)

f(x, |x|ζ) � Qδ(r)h(t) (28)

для всех t > 0 и r > r∗, где δ > 0 – достаточно малое вещественное число. В то же время
для любого δ > 0 найдётся вещественное число rδ > r∗ такое, что inf

(σ−1/8r,σ1/8r)
Qδ � q(r) для

всех r ∈ [rδ,∞). Обозначим

Mδ(r) = min

{

Qδ(r),
1

r

}

.

Покажем, что
∞∫

r∗

Mδ(r) dr = ∞ (29)

для любого δ > 0. В самом деле, пусть в каждой окрестности бесконечности найдётся ве-
щественное число r > 0 такое, что q(r) � 1/r. Тогда Mδ(ρ) � σ−1/8/ρ для всех ρ ∈
∈ (σ−1/8r, σ1/8r), поэтому имеет место равенство

σ1/8r∫

σ−1/8r

Mδ(ρ) dρ =
1

4
σ−1/8 lnσ.

Согласно необходимому признаку сходимости несобственного интеграла это доказывает (29).
Предположим теперь, что q(r) < 1/r для всех r > 0 из некоторой окрестности бесконечности.
В этом случае получим

Mδ(r) � min

{

q(r),
1

r

}

= q(r)

для всех достаточно больших r > 0, и (29) следует из второго условия (7).
Таким образом, остаётся взять

p(r) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

0, r ∈ [0, R∗],

e−1/(r−R∗)+1Mδ(R∗ + 1), r ∈ (R∗, R∗ + 1],

Mδ(r), r ∈ (R∗ + 1,∞),

где вещественные числа R∗ > r∗ и δ > 0 выбраны так, чтобы было справедливо неравенство
Mδ(R∗ + 1) > 0 и при этом имело бы место (25). Существование таких вещественных чисел
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следует из условий (28) и (29). Можно увидеть, что в случае когда R∗ достаточно велико,
соотношение (28) влечёт за собой (25). Действительно, если R∗ > 1/(σ1/4−1), то справедливо
включение Ωr,σ1/4 ⊂ ΩR∗+1,σ1/2 для всех r ∈ (R∗, R∗ + 1), поэтому имеет место неравенство

inf
x∈Ω

r,σ1/4

ζ∈(θ−1/2t,θ1/2t)

f(x, |x|ζ) � inf
x∈Ω

R∗+1,σ1/2

ζ∈(θ−1/2t,θ1/2t)

f(x, |x|ζ)

для всех r ∈ (R∗, R∗ + 1). Ввиду того что на промежутке (R∗, R∗ + 1) функция p не превос-
ходит Qδ(R∗ + 1), это позволяет утверждать, что (25) выполнено для всех r ∈ (R∗, R∗ + 1).
Наконец, если r ∈ [R∗ + 1,∞), то неравенство (28) влечёт за собой (25), так как для этих r
значение функции p не превосходит Qδ. Заметим также, что ввиду (29) в любой окрестности
бесконечности найдётся точка, в которой функция Mδ положительна.

Шаг 3. Рассмотрим задачу Коши для обыкновенного дифференциального уравнения

d2w

dr2

(
dw

dr

)2

=
1

2
p(r)h(w/r) при r > 0, w(0) = ε,

dw

dr
(0) = 0, (30)

где ε > 0 – некоторое вещественное число. Локально решение этой задачи, очевидно, суще-
ствует. В частности, на промежутке [0, R∗] этим решением является функция w = ε. Пусть

Rmax = supR,

где R – множество вещественных чисел R > 0 таких, что решение задачи (30) существует на
промежутке [0, R). Сводя (30) к интегральному уравнению

w(r) = ε+

r∫

0

(
3

2

ρ∫

0

p(ξ)h(w/ξ) dξ

)1/3

dρ, (31)

стандартными рассуждениями, например методом сжимающихся отображений, можно пока-
зать, что Rmax > R∗, причём на промежутке [0, Rmax) решение задачи (30) является един-
ственным. Несложно также показать, что w ∈ C2([0, Rmax)). В самом деле, w – бесконечно
гладкая функция на множестве [0, R∗), так как на этом множестве w – константа. В то же
время, продифференцировав (31), будем иметь равенства

dw(r)

dr
=

(
3

2

r∫

0

p(ξ)h(w/ξ) dξ

)1/3

,
d2w(r)

dr2
=

1

2
p(r)h(w/r)

(
3

2

r∫

0

p(ξ)h(w/ξ) dξ

)−1/3

для всех r ∈ (R∗, Rmax). Поскольку
∫ r
0 p(ξ)h(w/ξ) dξ > 0 для всех r ∈ (R∗, Rmax), то функция

w дважды непрерывно дифференцируема на множестве (R∗, Rmax). Согласно (24) справед-
ливо соотношение

r∫

0

p(ξ)h(w/ξ) dξ = (r −R∗)
2e−1/(r−R∗)+1p(R∗ + 1)h(ε/R∗) + ¯̄o((r −R∗)

2e−1/(r−R∗)+1)

при r → R∗ + 0, поэтому функция w дважды дифференцируема в точке R∗, причём

dw(R∗)

dr
=

d2w(R∗)

dr2
= 0.

Осталось только заметить, что

lim
r→R∗

dw(r)

dr
= lim

r→R∗

d2w(r)

dr2
= 0.
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Покажем теперь, что
Rmax < ∞. (32)

Предположим противное, пусть решение задачи (30) существует на всём множестве [0,∞).
Положив (w(r) − ε)/r = v(r) в уравнении (31), получим

v(r) =
1

r

r∫

0

(
3

2

ρ∫

0

p(ξ)h(v + ε/ξ) dξ

)1/3

dρ. (33)

Продифференцировав (33), будем иметь

dv(r)

dr
=

1

r2

(

rϕ(r)−
r∫

0

ϕ(ρ) dρ

)

(34)

для всех r > 0, где

ϕ(ρ) =

(
3

2

ρ∫

0

p(ξ)h(v + ε/ξ) dξ

)1/3

. (35)

Заметим, что на множестве [0, R∗] функции v и ϕ тождественно равны нулю. Так как ϕ
монотонно не убывает на промежутке (0,∞), правая часть формулы (34) неотрицательна,
поэтому v – монотонно неубывающая функция на промежутке [0,∞). Можно также пока-
зать, что

lim
r→∞

v(r) = ∞. (36)

В самом деле, из условия (27) и положительности функции h следует, что v(ρ∗) > 0 для
некоторого вещественного числа ρ∗ > R∗. Таким образом, справедливы соотношения

v(r) � 1

r

r∫

r/2

(
3

2

ρ∫

ρ∗

p(ξ)h(v + ε/ξ) dξ

)1/3

dρ � 1

2
h1/3(v(ρ∗))

(
3

2

r/2∫

ρ∗

p(ξ) dξ

)1/3

→ ∞

при r → ∞. Возьмём вещественное число r0 > r∗ такое, что ε/r0 � 1, v(r0) � 4 и

rp(r)

/ r∫

r∗

p(ξ) dξ � 1 (37)

для всех r � r0. Ввиду (36), (26) и (27) такое вещественное число r0 существует. Положим

ri = sup{r ∈ (ri−1, 2ri−1) : v(r) � 2v(ri−1)}, i ∈ N.

Несложно увидеть, что ri → ∞ при i → ∞. В противном случае имеет место условие (32).
Лемма 6. Пусть v(ri+1) � 2v(ri−1) для некоторого i � 1, тогда

v(ri+1)∫

v(ri−1)

(h(t)t)−1/4 dt � C

ri+1∫

ri−1

p(ξ) dξ

( ri+1∫

r∗

p(ξ) dξ

)−3/4

. (38)

Доказательство. Согласно (33) справедливо неравенство

v(ri+1) �
h1/3(v(ri−1))

ri+1

ri+1∫

ri−1

(
3

2

ρ∫

ri−1

p(ξ) dξ

)1/3

dρ,

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 2 2023 7∗



246 КОНЬКОВ

объединив которое с оценкой

ri+1∫

ri−1

( ρ∫

ri−1

p(ξ) dξ

)1/3

dρ � C

ri+1∫

ri−1

((ri+1 − ξ)p(ξ))1/3 dξ,

вытекающей из леммы 2, получим

v(ri+1)

h1/3(v(ri−1))
� C

ri+1

ri+1∫

ri−1

((ri+1 − ξ)p(ξ))1/3 dξ. (39)

Применив далее лемму 3, приходим к соотношению

( ri+1∫

ri−1

((ri+1 − ξ)p(ξ))1/3 dξ

)3/4

� C

ri+1∫

ri−1

((ri+1 − ξ)p(ξ))1/3κ−1/4(ξ) dξ, (40)

где

κ(ξ) =

ri+1∫

ξ

((ri+1 − ζ)p(ζ))1/3 dζ.

Несложно увидеть, что

(ri+1 − ξ)1/3κ−1/4(ξ)=

(
1

(ri+1−ξ)4/3

ri+1∫

ξ

((ri+1−ζ)p(ζ))1/3 dζ

)−1/4

�
(

1

ri+1 − ξ

ri+1∫

ξ

p1/3(ζ) dζ

)−1/4

для всех ξ ∈ (ri−1, ri+1). При этом ввиду (37) имеем

p1/3(ζ) � ζ−1/3

( ζ∫

r∗

p(ρ) dρ

)1/3

� ξ−1/3

( ri+1∫

r∗

p(ρ) dρ

)1/3

для всех ζ ∈ (ξ, ri+1). Таким образом,

(ri+1 − ξ)1/3κ−1/4(ξ) � ξ1/12
( ri+1∫

r∗

p(ρ) dρ

)−1/12

для всех ξ ∈ (ri−1, ri+1) и неравенство (40) позволяет утверждать, что справедлива оценка

( ri+1∫

ri−1

((ri+1 − ξ)p(ξ))1/3 dξ

)3/4

� C

ri+1∫

ri−1

ξ1/12p1/3(ξ) dξ

( ri+1∫

r∗

p(ρ) dρ

)−1/12

.

Объединив последнее выражение с формулой (39), получим

v3/4(ri+1)

h1/4(v(ri−1))
� C

ri+1∫

ri−1

ξ−2/3p1/3(ξ) dξ

( ri+1∫

r∗

p(ρ) dρ

)−1/12

. (41)
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Согласно (37) для всех ξ ∈ (ri−1, ri+1) справедливо соотношение

ξ−2/3p1/3(ξ) = (p(ξ)ξ)−2/3p(ξ) � p(ξ)

( ξ∫

r∗

p(ρ) dρ

)−2/3

� p(ξ)

( ri+1∫

r∗

p(ρ) dρ

)−2/3

,

поэтому неравенство (41) приводит к оценке

v3/4(ri+1)

h1/4(v(ri−1))
� C

ri+1∫

ri−1

p(ξ) dξ

( ri+1∫

r∗

p(ρ) dρ

)−3/4

. (42)

Принимая во внимание (22) и тот факт, что v(ri+1)− v(ri−1) � v(ri+1)/2, будем иметь

v(ri+1)∫

v(ri−1)

(h(t)t)−1/4 dt � v(ri+1)− v(ri−1)

(h(v(ri+1))v(ri+1))1/4
� v3/4(ri+1)

2h1/4(v(ri+1))
� Cv3/4(ri+1)

h1/4(v(ri−1))
.

Тем самым (42) влечёт за собой неравенство (38). Лемма доказана.
Лемма 7. Пусть v(ri+1) < 2v(ri−1) для некоторого i � 1, тогда

v(ri+1)∫

v(ri−1)

dt

h1/3(t)
� C

ri∫

ri−1

p(ξ) dξ

( ri∫

r∗

p(ρ) dρ

)−2/3

. (43)

Доказательство. Из условий леммы, очевидно, следует, что ri = 2ri−1 и ri+1 = 2ri.
Учитывая (34), получаем

v(ri+1)− v(ri−1) =

ri+1∫

ri−1

v′(r) dr � 1

r2i+1

ri+1∫

ri−1

ψ(r) dr, (44)

где

ψ(r) = rϕ(r)−
r∫

0

ϕ(ρ) dρ.

Непосредственным дифференцированием можно убедиться в том, что ψ′(r) = rϕ′(r) � 0 для
всех r > 0. По формуле Ньютона–Лейбница имеем

ψ(r) =

r∫

0

ξϕ′(ξ) dξ �
r∫

ri−1

ξϕ′(ξ) dξ

для всех r ∈ (ri−1, ri+1), поэтому (44) влечёт за собой оценку

v(ri+1)− v(ri−1) �
1

r2i+1

ri+1∫

ri−1

r∫

ri−1

ξϕ′(ξ) dξ dr � C

ri+1

ri+1∫

ri−1

r∫

ri−1

ϕ′(ξ) dξ dr,

объединив которую с элементарным неравенством
ri+1∫

ri−1

r∫

ri−1

ϕ′(ξ) dξ dr �
ri+1∫

ri

r∫

ri−1

ϕ′(ξ) dξ dr � (ri+1 − ri)

ri∫

ri−1

ϕ′(ξ) dξ,
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будем иметь

v(ri+1)− v(ri−1) � C

ri∫

ri−1

ϕ′(ξ) dξ. (45)

В то же время, продифференцировав (35), получим

ϕ′(ξ) = 2−1/33−2/3p(ξ)h(v(ξ) + ε/ξ)

( ξ∫

r∗

p(ρ)h(v + ε/ρ) dρ

)−2/3

�

� 2−1/33−2/3p(ξ)
h(v(ri−1))

h2/3(2v(ri))

( ri∫

r∗

p(ρ) dρ

)−2/3

для всех ξ ∈ (ri−1, ri). Так как h(2v(ri)) � Ch(v(ri−1)) ввиду условия (22), то это позволяет
утверждать, что

ϕ′(ξ) � Cp(ξ)h1/3(v(ri−1))

( ri∫

r∗

p(ρ) dρ

)−2/3

для всех ξ ∈ (ri−1, ri). Тем самым формула (45) влечёт за собой оценку

v(ri+1)− v(ri−1)

h1/3(v(ri−1))
� C

ri∫

ri−1

p(ξ) dξ

( ri∫

r∗

p(ρ) dρ

)−2/3

,

объединение которой с неравенством

v(ri+1)∫

v(ri−1)

dt

h1/3(t)
� C(v(ri+1)− v(ri−1))

h1/3(v(ri−1))

приводит к (43). Лемма доказана.
Для натурального числа m через Ξ1,m обозначим множество целых чисел 1 � i � m,

удовлетворяющих условию v(ri+1) � 2v(ri−1). Пусть также Ξ2,m = {1, . . . ,m} \ Ξ1,m.
Ввиду (36) и (27) найдётся натуральное число l такое, что выполняются неравенства

v(rm) � 2v(r0) и
rm∫

r0

p(ξ) dξ � 1

2

rm∫

r∗

p(ξ) dξ (46)

для всех m � l. Покажем, что справедлива оценка

v(rm+1)∫

v(r0)

(h(t)t)−1/4 dt � C

( rm+1∫

r∗

p(ξ) dξ

)1/4

(47)

для всех m � l. Предположим сначала, что

∑

i∈Ξ1,m

ri∫

ri−1

p(ξ) dξ � 1

2

rm∫

r0

p(ξ) dξ. (48)
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Тогда, суммируя оценку (38) леммы 6 по всем i ∈ Ξ1,m, будем иметь

v(rm+1)∫

v(r0)

(h(t)t)−1/4 dt � C

rm∫

r0

p(ξ) dξ

( rm+1∫

r∗

p(ξ) dξ

)−3/4

,

откуда ввиду (46) и неравенства

rm∫

r∗

p(ξ) dξ � C

rm+1∫

r∗

p(ξ) dξ, (49)

вытекающего из леммы 4, немедленно следует (47). Предположим теперь, что условие (48) не
выполнено. В этом случае очевидно, что

∑

i∈Ξ2,m

ri∫

ri−1

p(ξ) dξ � 1

2

rm∫

r0

p(ξ) dξ.

Таким образом, суммируя оценку (43) леммы 7 по всем i ∈ Ξ2,m, приходим к соотношению

v(rm+1)∫

v(r0)

dt

h1/3(t)
� C

rm∫

r0

p(ξ) dξ

( rm∫

r∗

p(ρ) dρ

)−2/3

,

объединив которое с (46) и (49), получим неравенство

v(rm+1)∫

v(r0)

dt

h1/3(t)
� C

( rm+1∫

r∗

p(ρ) dρ

)1/3

. (50)

Поскольку h – монотонно неубывающая функция, удовлетворяющая условию (22), лемма 1
позволяет утверждать, что

( v(rm+1)∫

v(r0)

(h(t)t)−1/4 dt

)4/3

� C

v(rm+1)∫

v(r0)

dt

h1/3(t)
.

Объединив последнюю оценку с формулой (50), снова имеем (47).
Переходя в (47) к пределу при m → ∞, получаем противоречие с условиями (16) и (27), что

доказывает справедливость условия (32). Заметим, что ввиду (32) справедливо соотношение

lim
r→Rmax−0

w(r) = ∞, (51)

иначе решение задачи (30) существует на промежутке (0, R) для некоторого R > Rmax.
Шаг 4. Ниже будем предполагать, что u – неотрицательное решение задачи (1). Нам по-

требуется принцип сравнения в следующей простой форме.
Лемма 8. Пусть U ∈ C2(BR

⋂
Ω)

⋂
C(BR

⋂
Ω) – классическое решение неравенства

Δ∞U � F(x,U) в BR
⋂
Ω, неотрицательное на множестве BR

⋂
Ω и такое, что выполня-

ется условие
U |∂(BR

⋂
Ω) � u|∂(BR

⋂
Ω), (52)
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где R > 0 – вещественное число, а F – некоторая функция, монотонно неубывающая по
последнему аргументу, причём имеет место неравенство

F(x, t) < f(x, t) (53)

для всех x ∈ BR
⋂

Ω и t > 0. Тогда

U � u в BR
⋂
Ω. (54)

Доказательство. От противного предположим, что sup
BR

⋂
Ω

(u − U) > 0. Функция u− U

полунепрерывна сверху на множестве BR
⋂

Ω, поэтому существует точка x ∈ BR
⋂

Ω та-
кая, что

u(x)− U(x) = sup
BR

⋂
Ω

(u− U).

Ввиду (52) можно также утверждать, что x ∈ BR
⋂

Ω. Тем самым имеют место соотношения

u(y)− u(x) � U(y)− U(x) = 〈DU(x), y − x〉+ 1

2
〈D2U(x)(y − x), y − x〉+ ¯̄o(|y − x|2)

для всех y из некоторой окрестности точки x, где DU(x) – градиент, а D2U(x) – матрица
вторых производных функции U в точке x, откуда следует, что (DU(x),D2U(x)) ∈ J2,+

Ω u(x).
Подставив v = DU(x) и A = D2U(x) в (4), будем иметь

n∑

i,j=1

∂2U(x)

∂xi∂xj

∂U(x)

∂xi

∂U(x)

∂xj
� f(x, u(x)) > F(x, u(x)).

Таким образом, принимая во внимание неравенства

F(x, u(x)) � F(x,U(x)) �
n∑

i,j=1

∂2U(x)

∂xi∂xj

∂U(x)

∂xi

∂U(x)

∂xj
,

приходим к заключению, что

n∑

i,j=1

∂2U(x)

∂xi∂xj

∂U(x)

∂xi

∂U(x)

∂xj
>

n∑

i,j=1

∂2U(x)

∂xi∂xj

∂U(x)

∂xi

∂U(x)

∂xj
.

Полученное противоречие доказывает лемму.
3. Доказательство теоремы и следствия. Согласно задаче (30) шага 3 в п. 2 функ-

ция U(x) = w(|x|) является классическим решением уравнения Δ∞U = F(x,U) в BRmax ,
положительным в шаре BRmax , где

F(x, t) =

{
2−1p(|x|)h(t/|x|), R∗ < |x| < Rmax, t > 0,

0, |x| � R∗, t > 0.

Так как решение задачи (1) полунепрерывно сверху на Ω, функция u ограничена на замыка-
нии множества BRmax

⋂
Ω, поэтому в силу (51) найдётся вещественное число R ∈ (R∗, Rmax),

для которого выполнено неравенство (52). Принимая во внимание (2) и (25), можно также
утверждать, что имеет место (53). Тем самым по лемме 8 справедливо соотношение (54), отку-
да, в свою очередь, следует, что u|BR∗

⋂
Ω � ε. Поскольку ε > 0 можно сделать сколь угодно

малым, а R∗ > r∗ – сколь угодно большим, очевидно, получим, что u(x) = 0 для всех x ∈ Ω.
Теорема доказана.
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Для доказательства следствия возьмём f(x, t) = c(|x|)tλ, g(t) = tλ, q(r) = 4−λrλc(r/2),
σ = θ = 2 в соотношении (3) и воспользуемся теоремой.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 20-
11-20272), а также при поддержке Российского университета дружбы народов (программа
стратегического академического лидерства).
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