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В полупространстве для гиперболических дифференциально-разностных уравнений с опе-
ратором сдвига общего вида в свободном члене (или в нелокальном операторном потен-
циале) построены трёхпараметрические семейства решений. Доказано, что полученные
решения являются классическими, если вещественная часть символа соответствующих
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Введение. В современной теории дифференциальных уравнений одним из важнейших
направлений является исследование задач для дифференциально-разностных уравнений, что
объясняется их многочисленными приложениями. И если обыкновенным дифференциально-
разностным уравнениям посвящено значительное число работ (см., например, [1–4] и биб-
лиографию в них), то дифференциально-разностные уравнения с частными производными
изучены в гораздо меньшей степени.

В настоящее время наиболее полно и подробно исследованы задачи для эллиптических
дифференциально-разностных уравнений (см., например, [5–9]). В статьях [10–13] изучен
вопрос классической разрешимости начальных и модельных задач для таких уравнений в
неограниченных областях.

Краевые задачи для параболических уравнений со сдвигами рассматриваются в [14, 15] и
в монографии [16]. Гиперболическим дифференциально-разностным уравнениям со сдвигами
по времени посвящены работы [17–19], а со сдвигами по пространственным переменным –
статьи [20–25].

В данной работе в полупространстве {(x, t) : x ∈ R
n, t > 0} исследуется вопрос существо-

вания (и построения в явном виде) гладких решений гиперболического дифференциально-
разностного уравнения

utt(x, t)− a2
n∑

j=1

uxjxj (x, t) + bu(x− h, t) = 0, (1)

где a �= 0, b > 0 – заданные вещественные числа; h := (h1, . . . , hn) – заданный вектор с
действительными координатами, длина которого не равна нулю.

Определение. Функция u(x, t) называется классическим решением уравнения (1), ес-
ли в каждой точке полупространства {(x, t) : x ∈ R

n, t > 0} существуют классические
производные utt и uxjxj (j = 1, n) и в каждой точке этого полупространства выполняется
соотношение (1).

1. Построение решений уравнения. Применим формально к уравнению (1) преобра-
зование Фурье по n-мерной переменной x :

f̂(ξ) := Fx[f ] =

n∫

R

f(x)eiξ·xdx,

где ξ · x – скалярное произведение, и перейдём к двойственной переменной ξ ∈ R
n.
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Согласно операционной схеме (см. работы [12, 13, 24]) и с учётом формул [26, с. 163, 164]

Fx[f(x− x0)] = eix0·ξFx[f ], Fx[D
α
xD

β
t f ] = (−iξ)αDβ

t Fx[f ]

получим для функции û(ξ, t) := Fx[u](ξ, t) начальную задачу

d2û

dt2
+ (a2|ξ|2 + b cos (h · ξ) + ib sin (h · ξ))û = 0, ξ ∈ R

n,

û(ξ, 0) = 0, ût(ξ, 0) = 1, ξ ∈ R
n,

решение которой определяется по формуле

û(ξ, t) =
1

2iρ(ξ)
[e−tG1(ξ)ei(tG2(ξ)−ϕ(ξ)) − etG1(ξ)e−i(tG2(ξ)+ϕ(ξ))]. (2)

Здесь введены следующие обозначения:

G1(ξ) := ρ(ξ) sinϕ(ξ), G2(ξ) := ρ(ξ) cosϕ(ξ), (3)

ρ(ξ) := [(a2|ξ|2 + b cos (h · ξ))2 + b2 sin2 (h · ξ)]1/4, (4)

ϕ(ξ) :=
1

2
arctg

b sin (h · ξ)
a2|ξ|2 + b cos (h · ξ) . (5)

Подробные вычисления, аналогичные данным, приведены в статье [22].
Применим теперь к равенству (2) формально обратное преобразование Фурье F−1

ξ и по-
лучим соотношения

u(x, t) =
1

(2π)n

n∫

R

1

2iρ(ξ)
[e−tG1(ξ)ei(tG2(ξ)−ϕ(ξ)) − etG1(ξ)e−i(tG2(ξ)+ϕ(ξ))]e−ix·ξ dξ =

=
1

2i(2π)n

n∫

R

1

ρ(ξ)
[e−tG1(ξ)ei(tG2(ξ)−ϕ(ξ)−x·ξ) − etG1(ξ)e−i(tG2(ξ)+ϕ(ξ)+x·ξ)] dξ =

=
1

2i(2π)n

n∫

R

1

ρ(ξ)
[e−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ) + ie−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)−

− etG1(ξ) cos (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ) + ietG1(ξ) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)] dξ.
Используем полученное интегральное представление ниже, выбрав по аналогии с рабо-

той [20] в качестве частных линейно независимых решений уравнения (1) функции, содержа-
щие синус.

2. Существование классических решений уравнения. Доказана следующая
Теорема. При выполнении условия

a2|ξ|2 + b cos (h · ξ) > 0 (6)

для всех ξ ∈ R
n функции

F (x, t; ξ) := etG1(ξ) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ), (7)

H(x, t; ξ) := e−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ) − x · ξ), (8)

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 3 2023



370 ЗАЙЦЕВА, МУРАВНИК

где ϕ(ξ) определяется по формуле (5), G1(ξ) и G2(ξ) определяются равенствами (3), удо-
влетворяют уравнению (1) в классическом смысле.

Доказательство. Проверим сначала, что функция (7) удовлетворяет уравнению (1). Для
этого вычислим производные

Fxj (x, t; ξ) = ξje
tG1(ξ) cos (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ),

Fxjxj(x, t; ξ) = −ξ2j e
tG1(ξ) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ),

Ft(x, t; ξ) = G1(ξ)e
tG1(ξ) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ) +G2(ξ)e

tG1(ξ) cos (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ),

Ftt(x, t; ξ) = [G2
1(ξ)−G2

2(ξ)]e
tG1(ξ) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ) +

+ 2G1(ξ)G2(ξ)e
tG1(ξ) cos (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ). (9)

Найдём теперь значения выражений 2G1(ξ)G2(ξ) и G2
1(ξ)−G2

2(ξ) в формуле (9).
Так как функции G1(ξ) и G2(ξ) определяются равенствами (3), то имеет место равенство

2G1(ξ)G2(ξ) = ρ2(ξ) sin(2ϕ(ξ)).

Из (5) следует, что |2ϕ(ξ)| < π/2 и, значит, cos(2ϕ(ξ)) > 0. В работах [12, 13, 24] показано,
что при выполнении неравенства cos(2ϕ(ξ)) > 0 справедливы соотношения

sin 2ϕ(ξ) =
tg (2ϕ(ξ))√
1 + tg2(2ϕ(ξ))

=
b sin (h · ξ)

a2|ξ|2 + b cos (h · ξ)
|a2|ξ|2 + b cos (h · ξ)|

ρ2(ξ)
.

С учётом выполнения условия (6) отсюда получим

sin 2ϕ(ξ) =
b sin (h · ξ)

a2|ξ|2 + b cos (h · ξ)
a2|ξ|2 + b cos (h · ξ)

ρ2(ξ)
=

b sin (h · ξ)
ρ2(ξ)

,

а значит,
2G1(ξ)G2(ξ) = b sin (h · ξ). (10)

Далее при установленном выше неравенстве cos(2ϕ(ξ)) > 0 и выполнении условия (6)
получим

G2
1(ξ)−G2

2(ξ) = −ρ2(ξ) cos(2ϕ(ξ)) = − ρ2(ξ)√
1 + tg2(2ϕ(ξ))

= −a2|ξ|2 − b cos (h · ξ). (11)

С учётом найденных выражений (10) и (11) функция (9) принимает вид

Ftt(x, t; ξ) = [−(a2|ξ|2 + b cos (h · ξ)) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ) +

+ b sin (h · ξ) cos (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)]etG1(ξ).

Подставим производные Ftt и Fxjxj в уравнение (1):

Ftt(x, t; ξ) − a2
n∑

j=1

Fxjxj(x, t; ξ) =

[
− (a2|ξ|2 + b cos (h · ξ)) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ) +

+ b sin (h · ξ) cos (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ) + a2
n∑

j=1

ξ2j sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)
]
etG1(ξ) =

= [−b cos (h · ξ) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ) + b sin (h · ξ) cos (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)]etG1(ξ) =
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= −b sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ − h · ξ)etG1(ξ) =

= −b sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + (x− h) · ξ)etG1(ξ) = −bF (x− h, t; ξ).

Проверим теперь, что функция (8) удовлетворяет уравнению (1) в классическом смысле.
Для этого найдём производные:

Hxj(x, t; ξ) = −ξje
−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ),

Hxjxj(x, t; ξ) = −ξ2j e
−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ) − x · ξ),

Ht(x, t; ξ) = −G1(ξ)e
−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ) +G2(ξ)e

−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− ϕ(ξ) − x · ξ),

Htt(x, t; ξ) = [G2
1(ξ)−G2

2(ξ)]e
−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)−

− 2G1(ξ)G2(ξ)e
−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− ϕ(ξ) − x · ξ). (12)

С учётом выражений (10) и (11) запишем функцию (12) в виде

Htt(x, t; ξ) = [−(a2|ξ|2 + b cos (h · ξ)) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)−

− b sin (h · ξ) cos (tG2(ξ)− ϕ(ξ) − x · ξ)]e−tG1(ξ).

Подставим производные Htt и Hxjxj в уравнение (1):

Htt(x, t; ξ) − a2
n∑

j=1

Hxjxj(x, t; ξ) =

[
− (a2|ξ|2 + b cos (h · ξ)) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ) − x · ξ)−

− b sin (h · ξ) cos (tG2(ξ)− ϕ(ξ) − x · ξ) + a2
n∑

j=1

ξ2j sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)
]
e−tG1(ξ) =

= −b sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ) − x · ξ + h · ξ)e−tG1(ξ) =

= −b sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ) − (x− h) · ξ)e−tG1(ξ) = −bH(x− h, t; ξ).

Отметим, что при выполнении условия (6) функции (4) и (5) (а значит, и функции (7),
(8)) определены корректно для любого значения ξ ∈ Rn, так как подкоренное выражение в
формуле (4) всегда положительно, а знаменатель аргумента арктангенса в (5) не обращается
в нуль. Таким образом, построенные решения (7), (8) уравнения (1) действительно являются
гладкими и, более того, бесконечно гладкими. Теорема доказана.

Следствие. При выполнении условия (6) семейство функций

G(x, t;A,B, ξ) := C1e
tG1(ξ) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)+C2e

−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ) − x · ξ), (13)

где ϕ(ξ) определяется по формуле (5), G1(ξ) и G2(ξ) определяются равенствами (3), удовле-
творяет уравнению (1) в классическом смысле при любых значениях параметров C1,2 ∈ R

1

и ξ ∈ R
n.

3. Классы уравнений, удовлетворяющих условию теоремы. Очевидно, что при ξj =
= 0, j = 1, n, и b > 0 условие (6) теоремы и следствия выполняется.

При выполнении неравенства |h ·ξ| < π/2 условие теоремы также выполняется всегда, так
как косинус такого аргумента положителен.

Рассмотрим случай |h · ξ| � π/2. Имеем

|h · ξ| = |h||ξ|| cos (ĥ, ξ)| � π

2
,

т.е.
|ξ| � π

2|h|| cos (ĥ, ξ)|
� π

2|h| .
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Таким образом, неравенство (6) будет выполнено, если коэффициенты и сдвиги уравнения
подчиняются соотношению

π

2|h| >
√

b

a2
, (14)

так как в этом случае |ξ|2 > b/a2 или a2|ξ|2 > b � b| cos (h · ξ)| для любого значения аргумента
косинуса.

Замечание. Условие (14) является достаточным, гарантирующим существование класси-
ческих решений уравнения (1), определяемых по формуле (13).
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