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Рассматривается начально-краевая задача для сингулярно возмущённой системы урав-
нений в частных производных. Ставится обратная задача, состоящая в определении
неизвестного начального условия по дополнительной информации о решении начально-
краевой задачи. Доказывается, что на основе использования разложения решения началь-
но-краевой задачи по малому параметру ε можно получить приближённые решения, ап-
проксимирующие решение обратной задачи с порядком O(ε) или O(ε2).
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Рассмотрим начально-краевую задачу для сингулярно возмущённой системы уравнений в
частных производных

ενux(x, t) + ut(x, t) + at(x, t) = εuxx(x, t), (x, t) ∈ QT , (1)

at(x, t) = γu(x, t)− a(x, t), (x, t) ∈ QT , (2)

u(0, t) = u(π, t) = 0, 0 � t � T, (3)

u(x, 0) = 0, 0 � t � π, (4)

a(x, 0) = ψ(x), 0 � x � π, (5)

где QT = {(x, t) : 0 � x � π, 0 � t � T}, ε, ν, γ – положительные постоянные, ε – малый
параметр, ε < 1.

Задачу (1)–(5) можно интерпретировать как математическую модель динамики сорбции [1,
с. 174; 2, с. 5], когда эффекты процессов переноса и диффузии малы по сравнению с поглоще-
нием. Чтобы подчеркнуть зависимость решения задачи (1)–(5) от параметра ε, далее будем
обозначать его u(x, t; ε), a(x, t; ε).

Сформулируем обратную задачу. Пусть постоянные ε, ν, γ заданы, а функция ψ(x)
неизвестна. Требуется определить ψ(x), если задана дополнительная информация о решении
задачи (1)–(5)

u(x, T ; ε) = g(x; ε), 0 � x � π, (6)

где g(x; ε) – заданная функция.
Дадим определение решения обратной задачи. Так как при неизвестной ψ(x) функции

u(x, t; ε), a(x, t; ε) также неизвестны, то решением обратной задачи будем считать тройку
функций {ψ(x), u(x, t; ε), a(x, t; ε)}.
Определение. Функции {ψ(x), u(x, t; ε), a(x, t; ε)} называются решением обратной зада-

чи, если ψ ∈ C[0, π], u ∈ C2,1(QT ), a, at ∈ C(QT ) и {ψ(x), u(x, t; ε), a(x, t; ε)} удовлетворяют
уравнениям (1), (2) и условиям (3)–(6).

При выполнении ряда условий можно получить разложение функции u(x, t; ε) по малому
параметру ε. Цель данной работы состоит в использовании этого разложения для построения
функций, аппроксимирующих неизвестную функцию ψ(x) при малых ε. Подобный подход
применялся для приближённого решения некоторых обратных задач в статьях [3, 4]. Другим
аспектам исследования обратных задач для сингулярно возмущённых уравнений в частных
производных посвящены работы [5–14].
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Рассмотрим функцию

ψ0(x; ε) = g(x; ε)(γ + 1)(1 − exp(−(γ + 1)T ))−1. (7)

Докажем, что при выполнении определённых условий она аппроксимирует ψ(x) с порядком
O(ε) при ε → 0.
Теорема 1. Если функции {ψ(x), u(x, t; ε), a(x, t; ε)} являются решением обратной задачи

и ψ ∈ C3[0, π],
ψ(0) = ψ(π) = 0, ψ′′(0)− νψ′(0) = ψ′′(π)− νψ′(π) = 0, (8)

то
max
[0,π]

|ψ(x) − ψ0(x; ε)| � c1ε, (9)

где c1 – постоянная, не зависящая от x и ε.
Далее через ci обозначаются положительные постоянные, не зависящие от x, t и ε.
Доказательство. Пусть функции {ψ(x), u(x, t; ε), a(x, t; ε)} являются решением обратной

задачи. Проинтегрировав уравнение (2) с начальным условием (5), имеем

a(x, t; ε) = ψ(x)e−t + γ

t∫
0

e−(t−τ)u(x, τ ; ε) dτ.

Из этого представления и уравнений (1), (2) следует, что u(x, t; ε) является решением урав-
нения

ενux + ut + γu− ψ(x)e−t − γ

t∫
0

e−(t−τ)u(x, τ ; ε) dτ = εuxx, (x, t) ∈ QT . (10)

Применив метод разделения переменных, получим представление

u(x, t; ε) = eνx/2
∞∑
n=1

Tn(t; ε) sin(nx), (11)

справедливое для функции u(x, t; ε), удовлетворяющей уравнению (10) и условиям (3), (4).
Здесь функции Tn(t; ε) являются решениями задачи Коши

T ′
n + γTn − ψ̄ne

−t − γ

t∫
0

e−(t−τ)Tn(τ ; ε) dτ = −ε(n2 + ν2/4)Tn, 0 � t � T, (12)

Tn(0; ε) = 0, (13)

а

ψ̄n =
2

π

π∫
0

e−νx/2ψ(x) sin(nx) dx.

С учётом условий (8) имеем

ψ̄n = − 2

πn3

π∫
0

α(x) cos(nx) dx, (14)

где

α(x) =
d

dx
(e−vx/2[ψ′′(x)− νψ′(x) + ν2ψ(x)/4]).
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Рассмотрим функции T̃n0(t), являющиеся решениями задачи Коши

T̃ ′′
n0 + (γ − 1)T̃ ′

n0 − γT̃n0 = 0, 0 � t � T, (15)

T̃n0(0) = 0, T̃ ′
n0(0) = ψ̄n, (16)

и функции T̂n1(t; ε) – решения задачи Коши

T̂ ′′
n1 + anεT̂

′
n1 − γT̂n1 = −(n2 + (ν2)/4)T̃ ′

n0, 0 � t � T, (17)

T̂n1(0) = 0, T̂ ′
n1(0) = 0, (18)

где anε = ε(n2 + (ν2)/4) + γ − 1. Из уравнений (12), (15), (17) и начальных условий (13), (16),
(18) следует, что

Tn(t; ε) = e−t(T̃n0(t) + εT̂n1(t; ε)). (19)

Решение задачи (15), (16) определяется как

T̃n0(t) = ψ̄n(γ + 1)−1(et − e−γt), (20)

а задачи (17), (18) – формулой

T̂n1(t; ε) = − n2 + ν2/4

λ1(n; ε)− λ2(n; ε)

t∫
0

[exp(λ1(n; ε)(t− τ))− exp(λ2(n; ε)(t− τ))]T̃ ′
n0(τ) dτ, (21)

где

λ1(n; ε) =
−anε +

√
a2nε + 4γ

2
, λ2(n; ε) =

−anε −
√

a2nε + 4γ

2
.

Из (20) и (21) следует, что

max
[0,T ]

|T̂n1(t; ε)| � c2(n
2 + ν2/4)|ψ̄n| (22)

для любого n. Подстановка представления (19) в формулу (11) с учётом оценки (22) и фор-
мулы (14) даёт

u(x, t; ε) = ψ(x)(γ + 1)−1(1− exp(−(γ + 1)t)) + εu0(x, t; ε), (x, t) ∈ QT , (23)

где max
QT

|u0(x, t; ε)| � c3. Положив в формуле (23) t = T и использовав условие (6), получим

g(x; ε) = ψ(x)(γ + 1)−1(1− exp(−(γ + 1)T )) + εu0(x, T ; ε).

Из этой формулы и определения (7) функции ψ0(x) следует оценка (9). Теорема доказана.
Из теоремы 1 следует, что при малых ε функция ψ0(x) аппроксимирует ψ(x) с порядком

O(ε). Покажем, что при дополнительных предположениях можно построить приближённое
решение ψ1(x; ε), которое аппроксимирует ψ(x) с порядком O(ε2).

Введём функции
p0(t) = (γ + 1)−1(1− exp(−(γ + 1)t)),

p1(t) =
exp(−t)

(γ + 1)2

t∫
0

[exp(t− τ)− exp(−γ(t− τ))](exp(τ) + γ exp(−γτ)) dτ.

Пусть для параметра ε выполнены условия

p0(T )(p1(T ))
−1 − εν2/4 � c4 > 0, | sin(π

√
p0(T )(εp1(T ))−1 − ν2/4)| � c5 > 0. (24)
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Рассмотрим функцию ψ1(x; ε), являющуюся решением краевой задачи

εp1(T )ψ
′′
1 (x; ε) − ενp1(T )ψ

′
1(x; ε) + p0(T )ψ1(x; ε) = g(x; ε), 0 � x � π, (25)

ψ1(0; ε) = 0, ψ1(π; ε) = 0. (26)

Теорема 2. Пусть функции {ψ(x), u(x, t; ε), a(x, t; ε)} являются решением обратной за-
дачи, причём ψ(x) такова, что ψ ∈ C6[0, π], выполнены условия (8) и

ψ(4)(0)− 2νψ(3)(0) + ν2ψ′′(0) = 0, ψ(4)(π)− 2νψ(3)(π) + ν2ψ′′(π) = 0. (27)

Тогда для ε, удовлетворяющих условиям (24), имеет место оценка

max
[0,π]

|ψ(x) − ψ1(x; ε)| � c6ε
2. (28)

Доказательство. Для функции Tn(t; ε), являющейся решением задачи (12), (13), спра-
ведливо представление

Tn(t; ε) = e−t(T̃n0(t) + εT̃n1(t) + ε2T̃n2(t; ε)), (29)

где T̃n1(t) = T̂n1(t; 0), а T̃n2(t; ε) – решение задачи Коши

T̃ ′′
n2 + anεT̃

′
n2 − γT̃n2 = −(n2 + (ν2)/4)T̃ ′

n1, 0 � t � T, (30)

T̃n2(0) = 0, T̃ ′
n2(0) = 0. (31)

Из формулы (21) следует, что

T̃n1(t) = T̂n1(t; 0) = −(n2 + ν2/4)(γ + 1)−2ψ̄nh(t), (32)

где

h(t) =

t∫
0

[exp(t− τ)− exp(−γ(t− τ))](exp(τ) + γ exp(−γτ)) dτ.

Для решения задачи (30), (31) справедлива формула

T̃n2(t; ε) =
(n2 + ν2/4)2ψ̄n

(γ + 1)2(λ1(n; ε)− λ2(n; ε))
×

×
t∫

0

[exp(λ1(n; ε)(t − τ))− exp(λ2(n; ε)(t− τ))]h′(τ) dτ. (33)

Используя условия (8) и (27), имеем

ψ̄n = − 2

πn6

π∫
0

α′′′(x) sin(nx) dx. (34)

Следовательно, учитывая формулу (33), получаем, что функция

u1(x, t; ε) = exp(νx/2− t)

∞∑
n=1

T̃n2(t; ε) sin(nx) (35)
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определена и непрерывна в прямоугольной области QT и имеет там непрерывную частную
производную по x для всех ε ∈ (0, 1). Из формул (34) и (35) следуют оценки

max
QT

|u1(x, t; ε)| � c7, max
QT

∣∣∣∣∂u1∂x
(x, t; ε)

∣∣∣∣ � c8. (36)

Учитывая определение коэффициентов ψ̄n, имеем

−
∞∑
n=1

(n2 + ν2/4)ψ̄n sin(nx) = exp(−νx/2)(ψ′′(x)− νψ′(x)). (37)

Подставляя представление (29) в формулу (11) и принимая во внимание формулы (20),
(32), (35) и (37), получаем

u(x, t; ε) = p0(t)ψ(x) − ενp1(t)ψ
′(x) + εp1(t)ψ

′′(x) + ε2u1(x, t; ε), (x, t) ∈ QT .

Положив в этой формуле t = T и использовав условие (6), можем записать равенство

εp1(T )ψ
′′(x)− ενp1(T )ψ

′(x) + p0(T )ψ(x) = g(x; ε) − ε2u1(x, T ; ε), 0 � x � π. (38)

Рассмотрим функцию z(x; ε) = ψ1(x; ε)−ψ(x). Из уравнений (25), (38) и условий (8), (26)
следует, что z(x; ε) является решением краевой задачи

εp1(T )z
′′(x; ε)− ενp1(T )z

′(x; ε) + p0(T )z(x; ε) = ε2u1(x, T ; ε), 0 � x � π,

z(0; ε) = 0, z(π; ε) = 0,

которое определяется формулой

z(x; ε) = ε(p1(T ))
−1

π∫
0

G(x, s; ε) exp(ν(x− s)/2)u1(s, T ; ε) ds, (39)

где

G(x, s; ε) =

{
(bε sin(bεπ))

−1 sin(bε(x− π)) sin(bεs), s � x,

(bε sin(bεπ))
−1 sin bε(s− π) sin(bεx), x � s,

bε =
√

p0(T )(εp1(T ))−1 − ν2/4.

Интегрируя по частям интеграл в формуле (39) и используя оценку (36), получаем

max
[0,π]

|z(x; ε)| � c6ε
2.

Таким образом, оценка (28) справедлива. Теорема доказана.
Рассмотрим вопрос об оценке для приближённого решения обратной задачи в случае, когда

дополнительная информация задана с погрешностью. Пусть функция g(x; ε) в условии (6)
неизвестна, а вместо неё задана непрерывная на отрезке [0, π] функция gδ(x) такая, что

max
[0,π]

|g(x; ε) − gδ(x)| � δ.

Определим функцию

ψ0δ(x) = gδ(x)(γ + 1)(1 − exp(−(γ + 1)T ))−1.

Простым следствием теоремы 1 является следующее утверждение.
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Следствие 1. Если выполнены условия теоремы 1, то

max
[0,π]

|ψ(x) − ψ0δ(x)| � c1ε+ δ(γ + 1)(1 − exp(−(γ + 1)T ))−1.

Пусть для параметра ε выполнены условия (24). Рассмотрим функцию ψ1δ, являющуюся
решением краевой задачи

εp1(T )ψ
′′
1δ(x; ε)− ενp1(T )ψ

′
1δ(x; ε) + p0(T )ψ1δ(x; ε) = gδ(x), 0 � x � π,

ψ1δ(0; ε) = 0, ψ1δ(π; ε) = 0.

Из доказательства теоремы 2 легко получить
Следствие 2. Если выполнены условия теоремы 2, то

max
[0,π]

|ψ(x) − ψ1δ(x)| � c6ε
2 + c9

δ√
ε
.
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