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Рассмотрена задача Дирихле для дифференциально-разностного уравнения второго поряд-
ка в дивергентном виде с переменными коэффициентами на конечном интервале Q = (0, d).
Исследованы условия на правую часть уравнения, обеспечивающие гладкость обобщённо-
го решения на всём интервале. Доказано, что обобщённое решение задачи принадлежит
пространству Соболева W 2

2 (Q) в случае ортогональности правой части в пространстве
L2(Q) конечному числу линейно независимых функций.
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Введение. В работе исследуются разрешимость и гладкость обобщённых решений первой
краевой задачи для дифференциально-разностного уравнения с условиями Дирихле на ин-
тервале конечной длины (0, d) со сдвигами независимой переменной в старших производных.
Впервые такие задачи для функционально-дифференциальных уравнений нейтрального типа
были рассмотрены в статьях [1, 2]. Было показано, что, в отличие от обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений, решения этих задач обладают рядом принципиально новых свойств.
В частности, из-за наличия разностного оператора гладкость обобщённых решений может на-
рушаться во внутренних точках интервала (0, d) даже при условии бесконечно дифференци-
руемой правой части. В работах [3, 4] рассматривалась первая краевая задача для дифферен-
циально-разностного уравнения с постоянными коэффициентами на конечном интервале. Ис-
пользуя теорему об изоморфизме пространства Соболева W̊ 1

2 (Q) и подпространства W 1
2 (Q),

состоящего из функций, удовлетворяющих нелокальным краевым условиям, исходная краевая
задача для дифференциально-разностного уравнения была сведена к нелокальной краевой за-
даче для обыкновенного дифференциального уравнения. Такой подход позволил в явном виде
получить условия ортогональности правой части уравнения конечному числу линейно незави-
симых функций в L2(Q), обеспечивающие гладкость обобщённого решения на всём интервале.
Аналогичные условия были получены для второй краевой задачи для дифференциально-раз-
ностного уравнения с переменными коэффициентами (см. [5, 6]). Условия на коэффициенты
дифференциально-разностного уравнения, обеспечивающие гладкость обобщённого решения
как первой, так и второй краевых задач при любой правой части, были получены в работах [7,
8]. Задачи для сильно эллиптических дифференциально-разностных уравнений со смешанны-
ми краевыми условиями рассматривались в статьях [9, 10].

Интерес к функционально-дифференциальным уравнениям связан с их важными прило-
жениями, например, к задаче об успокоении системы управления с последействием [4, 11–15],
к теории многослойных пластин и оболочек [4, 16, 17], к теории многомерных диффузионных
процессов [4] и др.

На интервале Q = (0, d), где d = N + θ, N ∈ N, 0 < θ � 1, рассматривается задача

−(RQu
′)′ = f(x), x ∈ Q, (1)

u(0) = u(d) = 0, (2)

где f ∈ L2(Q) – комплекснозначная функция. Оператор RQ : L2(Q) → L2(Q) задан формулой

RQ = PQRIQ,
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здесь PQ : L2(R) → L2(Q), IQ : L2(Q) → L2(R), R : L2(R) → L2(R), при этом

(PQu)(x) = u(x), x ∈ Q,

(IQu)(x) = u(x), x ∈ Q, (IQu)(x) = 0, x ∈ R \Q,

(Ru)(x) =
N∑

j=−N

bj(x)u(x+ j),

где bj(x) ∈ C∞(R) – комплекснозначные функции. В дальнейшем нам понадобятся свойства
оператора RQ в пространстве L2(Q), которые будут сформулированы в виде лемм. Доказа-
тельства этих свойств можно найти в монографии [4].

Замечание 1. Заметим, что в случае дифференциально-разностных уравнений с посто-
янными коэффициентами исследование задачи (1), (2) аналогично исследованию следующей
задачи (см. [4]):

−(RQu)
′′ = f(x), x ∈ Q,

u(0) = u(d) = 0.

С другой стороны, в случае задачи (1), (2) для дифференциально-разностного уравнения
с переменными коэффициентами, рассматриваемого в настоящей работе, данное утверждение
является неверным.

В п. 1 рассматриваются разностные операторы RQ на интервале Q. Вопросу существо-
вания обобщённого решения задачи (1), (2) посвящён п. 2. В п. 3 исследуется гладкость обоб-
щённых решений исследуемой задачи на подынтервалах и на всём интервале.

1. Свойства разностного оператора RQ на интервале Q. Рассмотрим разбиение
интервала Q = (0, d) на непересекающиеся подынтервалы, образованные выбрасыванием ор-
бит концов интервала Q, которые порождаются группой целочисленных сдвигов на j. При
θ = 1 будем рассматривать один класс подынтервалов Q1k = (k − 1, k), k = 1, N + 1, а при
0 < θ < 1 – два класса: Q1k = (k− 1, k− 1+ θ), k = 1, N + 1, и Q2k = (k− 1+ θ, k), k = 1, N.

Через s обозначим номер класса подынтервалов. Тогда s = 1, если θ = 1, и s = 1, 2, если
0 < θ < 1. Обозначим также N(s) := N + 1, если s = 1, и N(s) := N, если s = 2.

Обозначим через Ps : L2(Q) → L2(
⋃

k Qsk), k = 1, N(s), оператор ортогонального проек-
тирования, где

L2(
⋃

kQsk) = {u ∈ L2(Q) : u(x) = 0, x ∈ Q \
⋃

kQsk, k = 1, N(s)}.

Очевидно, что L2(Q) =
⊕

s L2(
⋃

k Qsk).
Замечание 2. При θ = 1 оператор P1 является единичным оператором.
Лемма 1. Операторы R : L2(R) → L2(R) и RQ : L2(Q) → L2(Q) ограниченные, при этом

(R∗u)(x) =
N∑

j=−N

bj(x− j)u(x− j), R∗
Q = PQR

∗IQ.

Доказательство следует из определений операторов PQ и IQ.

Лемма 2. Пространство L2(
⋃

k Qsk), k = 1, N(s), является инвариантным подпро-
странством оператора RQ.

Введём изоморфизм гильбертовых пространств Us : L2(
⋃

k Qsk) → L
N(s)
2 (Qs1) по формуле

(Usu)k(x) = u(x+ k − 1), x ∈ Qs1, k = 1, N(s), (3)

где

L
N(s)
2 (Qs1) =

N(s)∏
k=1

L2(Qs1).
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Через Rs(x), x ∈ Qs1, обозначим N(s)×N(s)-матрицу с элементами

rsij(x) = bj−i(x+ i− 1), x ∈ R, i, j = 1, N(s). (4)

Другими словами,

R1(x) =

⎛
⎜⎝

b0(x) b1(x) . . . bN (x)
b−1(x+ 1) b0(x+ 1) . . . bN−1(x+ 1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

b−N (x+N) b−N+1(x+N) . . . b0(x+N)

⎞
⎟⎠ , x ∈ R,

R2(x) =

⎛
⎜⎝

b0(x) b1(x) . . . bN−1(x)
b−1(x+ 1) b0(x+ 1) . . . bN−2(x+ 1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

b−N+1(x+N − 1) b−N+2(x+N − 1) . . . b0(x+N − 1)

⎞
⎟⎠ , x ∈ R.

Лемма 3. Оператор RQs = UsRQU
−1
s : L

N(s)
2 (Qs1) → L

N(s)
2 (Qs1) является оператором

умножения на квадратную матрицу Rs(x).

Доказательство. Пусть V ∈ L
N(s)
2 (Qs1). Положим u = U−1

s V ∈ L2(
⋃

k Qsk). Тогда из (3)
и (4) следуют равенства

(RQsV )i(x) = (UsRQu)i(x) =

N(s)−i∑
j=−i+1

bj(x+ i− 1)u(x+ i− 1 + j) =

=

N(s)∑
k=1

bk−i(x+ i− 1)u(x+ k − 1) =

N(s)∑
k=1

rsik(x)Vk(x), x ∈ Qs1.

Лемма доказана.
Из леммы 3 следует
Лемма 4. Оператор RQ+R∗

Q : L2(Q) → L2(Q) положительно определён тогда и только
тогда, когда матрицы Rs(x)+R∗

s(x) положительно определены для всех x ∈ Qs1, где R∗
s(x) –

эрмитово сопряжённые матрицы к Rs(x); s = 1, 2, если 0 < θ < 1, и s = 1, если θ = 1.
Определение 1. Будем говорить, что уравнение (1) удовлетворяет условию сильной эл-

липтичности, если матрицы Rs(x) +R∗
s(x) положительно определены для всех x ∈ Qs1, где

s = 1, 2, если 0 < θ < 1, и s = 1, если θ = 1.
Замечание 3. Далее будем предполагать, что уравнение (1) удовлетворяет условию силь-

ной эллиптичности. Для доказательства основных результатов нам понадобится эквивалент-
ная формулировка этого условия в виде выполнения неравенства

Re (Rs(x)Y, Y )
CN(s) � c1‖Y ‖2

CN(s) (5)

для всех x ∈ Qs1 и Y ∈ C
N(s), где c1 > 0 не зависит от x и Y ; s = 1, 2, если 0 < θ < 1, и

s = 1, если θ = 1.
Через W k

2 (Q) обозначим пространство Соболева комплекснозначных функций из L2(Q),
имеющих все обобщённые производные вплоть до k-го порядка из L2(Q), со скалярным про-
изведением, определённым по формуле

(u,w)W k
2 (Q) =

k∑
i=0

∫
Q

u(i)w(i)dx, u,w ∈ W k
2 (Q).
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Лемма 5. Пусть detRs(x) �= 0 при x ∈ Qs1, s = 1, 2, если 0 < θ < 1, и s = 1, если
θ = 1. Тогда оператор RQ : L2(Q) → L2(Q) имеет ограниченный обратный. Пусть, кроме
того, u ∈ W k

2 (Qsj), j = 1, N(s). Тогда R−1
Q u ∈ W k

2 (Qsi), i = 1, N(s), и справедлива оценка

‖R−1
Q u‖W k

2 (Qsi)
� c2

N(s)∑
j=1

‖u‖W k
2 (Qsj)

,

где c2 > 0 не зависит от функции u.
Доказательство аналогично доказательству леммы 2.12 из [4].
2. Обобщённые решения первой краевой задачи для дифференциально-разност-

ного уравнения. Обозначим через W̊ 1
2 (Q) множество функций из пространства W 1

2 (Q) та-
ких, что u(0) = u(d) = 0, т.е.

W̊ 1
2 (Q) = {u ∈ W 1

2 (Q) : u(0) = u(d) = 0}.

Введём неограниченный оператор AR : L2(Q) ⊃ D(AR) → L2(Q), действующий по фор-
муле

ARu = −(RQu
′)′, u ∈ D(AR),

где D(AR) = {u ∈ W̊ 1
2 (Q) : RQu

′ ∈ W 1
2 (Q)}.

Дадим эквивалентные определения обобщённого решения задачи (1), (2).
Определение 2. Функция u ∈ D(AR) является обобщённым решением задачи (1), (2),

если она удовлетворяет уравнению
ARu = f. (6)

Определение 3. Функция u ∈ W̊ 1
2 (Q) является обобщённым решением задачи (1), (2),

если для всех w ∈ W̊ 1
2 (Q) выполнено интегральное тождество

(RQu
′, w′)L2(Q) = (f,w)L2(Q).

Теорема 1. Пусть выполнено условие сильной эллиптичности (5). Тогда для любой функ-
ции f ∈ L2(Q) существует единственное обобщённое решение u ∈ W̊ 1

2 (Q) задачи (1), (2),
при этом имеет место оценка

‖u‖W 1
2 (Q) � c3‖f‖L2(Q),

где c3 > 0 – постоянная, не зависящая от f.
Доказательство теоремы см. в [4].
Следствие 1. Пусть уравнение (1) удовлетворяет условию сильной эллиптичности. Тог-

да оператор AR фредгольмов, indAR = 0 и dimN (AR) = 0.

3. Гладкость обобщённых решений. Рассмотрим вначале гладкость обобщённых реше-
ний задачи (1), (2) на подынтервалах. В этом случае справедлива следующая

Теорема 2. Пусть уравнение (1) удовлетворяет условию сильной эллиптичности (5), и
пусть u ∈ W̊ 1

2 (Q) – обобщённое решение задачи (1), (2). Тогда u ∈ W 2
2 (Qsk), k = 1, N(s);

s = 1, 2, если 0 < θ < 1, и s = 1, если θ = 1, при этом

‖u‖W 2
2 (Qsk)

� c4‖f‖L2(Q), (7)

где c4 > 0 не зависит от f.
Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 4.1 из работы [5].
Следствие 2. Пусть выполняется неравенство (5), а u ∈ W̊ 1

2 (Q) – обобщённое решение
задачи (1), (2), где f ∈ L2(Q). Тогда уравнение (1) удовлетворяется почти всюду на Q.
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В силу теоремы 2 и следствия 2 область определения оператора AR примет вид

D(AR) = {u ∈ W̊ 1
2 (Q) : RQu

′ ∈ W 1
2 (Q), u ∈ W 2

2 (Qsk), k = 1, N(s),

s = 1, 2, если 0 < θ < 1, и s = 1, если θ = 1}. (8)

Рассмотрим ограниченный оператор A0
R : W 2

2 (Q) ⊃ D(A0
R) → L2(Q) с областью опреде-

ления D(A0
R) = {u ∈ W 2

2 (Q) : RQu
′ ∈ W 1

2 (Q), u(0) = u(d) = 0}, действующий по формуле
A0

Ru = ARu при u ∈ D(A0
R). Очевидно, что

D(A0
R) = D(AR)

⋂
W 2

2 (Q). (9)

Для формулировки результатов о гладкости обобщённого решения задачи (1), (2) на всём
интервале Q = (0, d) введём некоторые обозначения и докажем вспомогательные результаты.

Будем предполагать, что выполнены условия

N∑
k=1

|b−k(k)| �= 0 или
N∑
k=1

|bk(N + 1− k)| �= 0, если θ = 1, (10)

N∑
k=1

|b−k(k)| �= 0 или
N∑
k=1

|bk(N + θ − k)| �= 0, если 0 < θ < 1. (11)

Через G1
j = G1

j (x) (G2
j = G2

j (x)), j = 1, N + 1, обозначим j-й столбец матрицы размерности
N × (N + 1), полученной из матрицы R1(x) вычёркиванием первой (последней) строки.

Замечание 4. Из условий (10) и (11) вытекает, что G1
1(0) �= 0 или G2

N+1(θ) �= 0 при
0 < θ � 1.

Рассмотрим задачу (1), (2). В силу теоремы 1 операторное уравнение ARu = f имеет
единственное решение uf при любой правой части f ∈ L2(Q). Из (9) следует, что uf ∈ D(A0

R)
в том и только том случае, когда

uf ∈ W 2
2 (Q). (12)

Лемма 6. Пусть θ = 1 и выполнены условия (5) и (10).
Если столбцы G1

1(0) и G2
N+1(1) линейно независимы, то обобщённое решение u зада-

чи (1), (2) принадлежит пространству W 2
2 (Q) тогда и только тогда, когда u′(0 + 0) =

= u′(N + 1− 0) = 0.
Если же существуют такие α1, α2 ∈ C, что α1G

1
1(0)+α2G

2
N+1(1) = 0, α2

1+α2
2 �= 0, т.е.

столбцы G1
1(0) и G2

N+1(1) линейно зависимы, то u ∈ W 2
2 (Q) тогда и только тогда, когда

α2u
′(0 + 0) + α1u

′(N + 1− 0) = 0.
Доказательство. 1. Рассмотрим случай, когда столбцы G1

1(0) и G2
N+1(1) линейно незави-

симы. В силу определения D(AR), теоремы 2 и вложения W 2
2 (Q1k) ⊂ C1(Q1k), k = 1, N + 1,

на концах подынтервалов Q1k определены значения u′(x). Тогда можно записать условие
u ∈ W 2

2 (Q) в виде
u′(k + 0) = u′(k − 0), k = 1, N. (13)

С другой стороны, u ∈ D(AR), следовательно,

(RQu
′)(k + 0) = (RQu

′)(k − 0), k = 1, N. (14)

В силу (3), (4) и леммы 3 равенства (14) можно записать в виде

N∑
j=1

(−r1i,j(1)ψj + r1i+1,j+1(0)ϕj) = −r1i+1,1(0)ϕ0 + r1i,N+1(1)ψN+1, i = 1, N, (15)

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 7 2023



886 СКУБАЧЕВСКИЙ, ИВАНОВ

где ϕj = (U1u
′)j+1(0 + 0), j = 0, N, и ψj = (U1u

′)j(1 − 0), j = 1, N + 1. Так как r1i,j(1) =

= r1i+1,j+1(0) в силу (4), то при выполнении (13) из (15) следует соотношение

ϕ0G
1
1(0)− ψN+1G

2
N+1(1) = 0. (16)

В силу линейной независимости столбцов G1
1(0) и G2

N+1(1) получаем

u′(0 + 0) = ϕ0 = 0, (17)

u′(N + 1− 0) = ψN+1 = 0. (18)

Таким образом, из условия u ∈ W 2
2 (Q) вытекают равенства (17) и (18). Обратно из (15),

(17), (18) и условия (5), обеспечивающего невырожденность матрицы R2(1), вытекают равен-
ства (13), т.е. принадлежность решения u пространству W 2

2 (Q).
2. Пусть теперь столбцы G1

1(0) и G2
N+1(1) линейно зависимы. В этом случае существуют

такие числа α1, α2 ∈ C, что α1G
1
1(0)+α2G

2
N+1(1) = 0, α2

1+α2
2 �= 0. В силу (10), не ограничивая

общности, можно предположить, что G2
N+1(1) �= 0. Тогда α1 �= 0 и

G1
1(0) = −α2

α1
G2

N+1(1).

Следовательно, в силу (16) имеем(
−α2

α1
ϕ0 − ψN+1

)
G2

N+1(1) = 0,

т.е. α2ϕ0 + α1ψN+1 = α2u
′(0 + 0) + α1u

′(N + 1− 0) = 0. Лемма доказана.
Лемма 7. Пусть 0 < θ < 1 и выполнены условия (5) и (11).
Если G1

1(0) �= 0, G2
N+1(θ) �= 0, то обобщённое решение u задачи (1), (2) принадлежит

пространству W 2
2 (Q) тогда и только тогда, когда u′(0 + 0) = u′(N + θ − 0) = 0.

Если G1
1(0) = 0 или G2

N+1(θ) = 0, то обобщённое решение u задачи (1), (2) принадлежит
пространству W 2

2 (Q) тогда и только тогда, когда u′(0 + 0) = 0 в случае G1
1(0) �= 0 и

u′(N + θ − 0) = 0 в случае G2
N+1(θ) �= 0.

Доказательство. Аналогично части 1 доказательства леммы 6 можно записать усло-
вие (12) в виде

u′(k + 0) = u′(k − 0), k = 1, N, (19)

u′(k − 1 + θ + 0) = u′(k − 1 + θ − 0), k = 1, N. (20)

С другой стороны, из u ∈ D(AR) и (8) следует

(RQu
′)(k + 0) = (RQu

′)(k − 0), k = 1, N, (21)

(RQu
′)(k − 1 + θ + 0) = (RQu

′)(k − 1 + θ − 0), k = 1, N. (22)

Рассмотрим, например, соотношения (22). В силу (3), (4) и леммы 3 эти соотношения можно
представить в виде

N∑
j=1

r1i,j(θ)(ϕ
j − ψj) = r1i,N+1(θ)ψ

N+1, i = 1, N, (23)

где ϕj = (U2P2u
′)j(θ + 0), j = 1, N, и ψj = (U1P1u

′)j(θ − 0), j = 1, N + 1. Поскольку
detR2(θ) �= 0 (см. (5)), то при условии выполнения равенств (20) система (23) имеет един-
ственное решение ϕj − ψj = 0, j = 1, N, если ψN+1G2

N+1(θ) = 0.

Пусть, например, выполнено второе из условий (11). Тогда G2
N+1(θ) �= 0. Следовательно,

u′(N + θ − 0) = ψN+1 = 0.
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Аналогичным образом доказывается, что при выполнении условия (19) вытекающая из
равенств (21) система

r1i+1,1(0)ϕ0 =

N∑
j=1

(r2i,j(1)ψj − r1i+1,j+1(0)ϕj), i = 1, N,

имеет единственное решение ϕj − ψj = 0, j = 1, N, если G1
1(0) �= 0 и

u′(0 + 0) = ϕ0 = 0,

где ϕj = (U1P1u
′)j+1(0 + 0), j = 0, N, и ψj = (U2P2u

′)j(1− 0), j = 1, N. Лемма доказана.
Теорема 3. Пусть θ = 1 и выполнены условия (5) и (10).
Если столбцы G1

1(0) и G2
N+1(1) линейно независимы, то ограниченный оператор A0

R :

W 2
2 (Q) ⊃ D(A0

R) → L2(Q) фредгольмов и dimN (A0
R) = 0, codimR(A0

R) = 2.
Если столбцы G1

1(0) и G2
N+1(1) линейно зависимы, то ограниченный оператор A0

R :

W 2
2 (Q) ⊃ D(A0

R) → L2(Q) фредгольмов и dimN (A0
R) = 0, codimR(A0

R) = 1.
Доказательство. 1. В силу теоремы 1 уравнение (6) имеет единственное решение для

любой правой части f ∈ L2(Q), т.е. N (AR) = {0}. По определению оператор A0
R является

сужением оператора AR на W 2
2 (Q), поэтому dimN (A0

R) = 0.
2. Предположим, что столбцы G1

1(0) и G2
N+1(1) линейно независимы. Докажем, что опе-

ратор A0
R фредгольмов и codimR(A0

R) = 2. В силу леммы 6 решение uf операторного урав-
нения (6) принадлежит области определения D(A0

R) = D(AR)
⋂

W 2
2 (Q) тогда и только тогда,

когда
u′f (0 + 0) = 0, (24)

u′f (N + 1− 0) = 0. (25)

Из неравенства (7) и вложения W 2
2 (Qsk) ⊂ C1(Qsk) следует, что u′f (0+0) и u′f (N + 1− 0)

являются линейными ограниченными функционалами на пространстве L2(Q). Тогда в силу
теоремы Рисса об общем виде функционала в гильбертовом пространстве существуют един-
ственным образом определённые функции g1, g2 ∈ L2(Q) такие, что u′f (0 + 0) = (f, g1)L2(Q) и
u′f (N + 1− 0) = (f, g2)L2(Q). Таким образом, равенства (24), (25) можно записать в виде

(f, gi)L2(Q) = 0, i = 1, 2.

Остаётся доказать, что функции g1 и g2 линейно независимы. Для этого достаточно по-
казать, что существуют функции f1, f2 ∈ L2(Q), обладающие свойством

(fj , gi)L2(Q) = δij , i, j = 1, 2,

где δij – символ Кронекера.
Докажем, например, что существует функция f1 ∈ L2(Q) такая, что

(f1, g1)L2(Q) = 1, (f1, g2)L2(Q) = 0.

Другими словами, нужно построить функцию f1, для которой

u′f1(0 + 0) := ϕ̃0 = 1, u′f1(N + 1− 0) := ψ̃N+1 = 0. (26)

Положим в (15) ϕ0 = ϕ̃0 = 1, ψ1 = ψ2 = . . . = ψN+1 = ψ̃N+1 = 0. Тогда система
уравнений (15) примет вид

N∑
j=1

r1i,j(1)ϕj = −r1i+1,1(0). (27)
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В силу условия (5) определитель системы уравнений (27) не равен нулю. Поэтому суще-
ствует единственное решение этой системы, которое обозначим через (ϕ̃1, . . . , ϕ̃N ).

Остаётся доказать, что существует функция f1 ∈ L2(Q) такая, что решение uf1 уравне-
ния (6) удовлетворяет условиям (26) и u′f1(j + 0) = ϕ̃j , u′f1(j − 0) = 0, j = 1, N.

Введём функцию

w(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

N∑
j=0

(x− j)ϕ̃jξ(x− j), x ∈
⋃N

j=0(j, j + 1/2),

0, x ∈
⋃N+1

j=1 (j − 1/2, j),

где ξ ∈ C∞
0 (R) – вещественнозначная функция, 0 � ξ(x) � 1; ξ(x) = 1, x ∈ [−1/8, 1/8],

supp ξ ⊂ [−1/4, 1/4]; ϕ̃0 = 1; ϕ̃1, . . . , ϕ̃N удовлетворяют системе линейных алгебраических
уравнений (27).

По построению w ∈ D(AR). Обозначим f1 := ARw. Тогда, положив uf1 = w, получим
равенства (26).

Таким образом, мы доказали, что в случае линейно независимых столбцов G1
1(0) и G2

N+1(1)

оператор A0
R фредгольмов и codimR(A0

R) = 2.

3. Предположим теперь, что столбцы G1
1(0) и G2

N+1(1) линейно зависимы, т.е. существуют
числа α1, α2 ∈ C, α2

1 + α2
2 �= 0, такие, что α1G

1
1(0) + α2G

2
N+1(1) = 0. Докажем, что оператор

A0
R фредгольмов и codimR(A0

R) = 1.

В силу леммы 6 решение uf операторного уравнения (6) принадлежит D(A0
R) тогда и

только тогда, когда
α2u

′
f (0 + 0) + α1u

′
f (N + 1− 0) = 0. (28)

Поскольку u′f (0 + 0) и u′f (N + 1 − 0) являются линейными ограниченными функционалами
на пространстве L2(Q), в силу теоремы Рисса об общем виде функционала в гильбертовом
пространстве существует единственная функция g ∈ L2(Q) такая, что

α2u
′
f (0 + 0) + α1u

′
f (N + 1− 0) = (f, g)L2(Q).

Таким образом, равенство (28) можно записать в виде (f, g)L2(Q) = 0.

Остаётся доказать, что существует функция f ∈ L2(Q), удовлетворяющая равенству

(f, g)L2(Q) = 1. (29)

Не ограничивая общности, предположим, что α1 �= 0. В силу (29) достаточно построить
функцию f1 ∈ L2(Q), для которой выполняются равенства

u′f1(0 + 0) := ϕ̃0 = 0, u′f1(N + 1− 0) := ψ̃N+1 =
1

α1
. (30)

Положим в (15) ϕ0 = ϕ̃0 = 0, ϕ1 = ϕ2 = . . . = ϕN = 0, ψN+1 = ψ̃N+1 = 1/α1. Тогда
система уравнений (15) примет вид

N∑
j=1

r1i,j(1)ψj = −
r1i,N+1(1)

α1
. (31)

Ввиду условия (5) определитель системы уравнений (31) не равен нулю. Поэтому в си-
лу (10) существует единственное нетривиальное решение системы (31), которое обозначим
через (ψ̃1, . . . , ψ̃N ).
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Введём функцию

w(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
0, x ∈

⋃N
j=0(j, j + 1/2),

N+1∑
j=1

(x− j)ψ̃jξ(x− j), x ∈
⋃N+1

j=1 (j − 1/2, j),

где ψ̃N+1 = 1/α1, ψ̃1, . . . , ψ̃N удовлетворяют системе линейных алгебраических уравне-
ний (31).

По построению w ∈ D(AR). Обозначим f1 := ARw. Тогда, положив uf1 = w, получим
равенства (30).

Таким образом, доказано, что в случае линейно зависимых столбцов G1
1(0) и G2

N+1(1)

оператор A0
R фредгольмов и codimR(A0

R) = 1. Теорема доказана.
Теорема 4. Пусть 0 < θ < 1 и выполнены условия (5) и (11).
Если G1

1(0) �= 0 и G2
N+1(θ) �= 0, то ограниченный оператор A0

R : W 2
2 (Q) ⊃ D(A0

R) → L2(Q)

фредгольмов и dimN (A0
R) = 0, codimR(A0

R) = 2.
Если G1

1(0) = 0 или G2
N+1(θ) = 0, то ограниченный оператор A0

R : W 2
2 (Q) ⊃ D(A0

R) →
→ L2(Q) фредгольмов и dimN (A0

R) = 0, codimR(A0
R) = 1.

Доказательство. 1. Аналогично доказательству теоремы 3 легко показать, что

dimN (A0
R) = 0.

2. Предположим, что G1
1(0) �= 0, G2

N+1(θ) �= 0. В силу леммы 7 решение uf операторного
уравнения (6) принадлежит пространству W 2

2 (Q) тогда и только тогда, когда

u′f (0 + 0) = 0, (32)

u′f (N + θ − 0) = 0. (33)

Из неравенства (7) и вложения W 2
2 (Qsk) ⊂ C1(Qsk) следует, что u′f (0+0) и u′f (N + θ − 0)

являются линейными ограниченными функционалами на пространстве L2(Q). Тогда в силу
теоремы Рисса об общем виде функционала в гильбертовом пространстве существуют един-
ственным образом определённые функции g1, g2 ∈ L2(Q) такие, что u′f (0 + 0) = (f, g1)L2(Q) и
u′f (N + θ − 0) = (f, g2)L2(Q). Таким образом, равенства (32), (33) можно записать в виде

(f, gi)L2(Q) = 0, i = 1, 2.

Остаётся доказать, что функции g1, g2 линейно независимы. Для этого достаточно по-
строить функции f1, f2 ∈ L2(Q), для которых (fj, gi)L2(Q) = δij , i, j = 1, 2.

Докажем, например, существование функции f2 ∈ L2(Q) такой, что

(f2, g1)L2(Q) = 0, (f2, g2)L2(Q) = 1.

Другими словами, достаточно построить функцию f2, удовлетворяющую равенствам

u′f2(0 + 0) := ϕ̃2,0 = 0, u′f2(N + θ − 0) := ψ̃2,N+1 = 1. (34)

В силу (3), (4) и леммы 3 соотношения (21), (22) можно соответственно записать в виде

N∑
j=1

r1i,j(1)(ϕ1,j − ψ1,j) = −r1i+1,1(0)ϕ1,0, i = 1, N, (35)

N∑
j=1

r1i,j(θ)(ϕ2,j − ψ2,j) = r1i,N+1(θ)ψ2,N+1, i = 1, N. (36)
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Здесь
ϕ1,j = (U1P1u

′
f2)j(0 + 0), j = 0, N,

ψ1,j = (U2P2u
′
f2)j(1− 0), j = 1, N,

ϕ2,j = (U2P2u
′
f2)j(θ + 0), j = 1, N,

ψ2,j = (U1P1u
′
f2)j(θ − 0), j = 1, N + 1.

Положим в (36) ϕ2,1, . . . , ϕ2,N = 0, ψ2,N+1 = ψ̃2,N+1 = 1. Тогда система уравнений (36)
примет вид

−
N∑
j=1

r1i,j(θ)ψ2,j = r1i,N+1(θ). (37)

В силу условия (5) определитель системы (37) отличен от нуля. Поэтому ввиду (11) су-
ществует единственное нетривиальное решение системы (37). Обозначим это решение через
(ψ̃2,1, . . . , ψ̃2,N ).

Остаётся построить функцию f2 ∈ L2(Q) такую, что решение uf2 уравнения (6) удовле-
творяет условиям (34), при этом u′f2(θ + j − 1 + 0) = 0 и u′f2(θ + j − 1− 0) = ψ̃2,j, j = 1, N.

Введём функцию

w(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
0, x ∈ Q \

⋃N
j=1(θ + j − 1− σ, θ + j − 1),

N+1∑
j=1

(x− (θ + j − 1))ψ̃2,jη(x− (θ + j − 1)), x ∈
⋃N

j=1(θ + j − 1− σ, θ + j − 1).

Здесь η ∈ C∞
0 (R) – вещественнозначная функция, 0 � η(x) � 1; η(x) = 1, x ∈ [−σ/3, σ/3],

supp η ⊂ [−σ/2, σ/2]; ψ̃2,N+1 = 1; ψ̃2,1, . . . , ψ̃2,N удовлетворяют системе линейных алгебра-
ических уравнений (37), 0 < 2σ < min{θ, 1− θ}.

Очевидно, что в этом случае числа ϕ̃1,j = 0, j = 0, N, и ψ̃1,j = 0, j = 1, N, удовлетворяют
системе уравнений (35).

По построению w ∈ D(AR). Положим f2 := ARw. Тогда, положив uf2 = w, получим
равенства (f2, gi)L2(Q) = δi,2, i = 1, 2.

Аналогично можно построить функцию f1 ∈ L2(Q) такую, что (f1, gi)L2(Q) = δi,1, i = 1, 2.

Таким образом, оператор A0
R фредгольмов и codimR(A0

R) = 2.
3. Если G1

1(0) = 0 или G2
N+1(θ) = 0, то доказательство того, что оператор A0

R фред-
гольмов и codimR(A0

R) = 1, проводится так же, как в части 2. Отличие заключается лишь
в том, что в случае G1

1(0) �= 0, G2
N+1(θ) = 0 рассматривается система уравнений (35), а в

случае G1
1(0) = 0, G2

N+1(θ) �= 0 рассматривается система (36), а не две системы (35), (36)
одновременно. Теорема доказана.

Пример 1. Рассмотрим оператор RQ : L2(0, 3) → L2(0, 3), где Q = (0, 3), (Ru)(x) =
= b0u(x) + (ex+1 − 1)u(x + 1) + ex−1u(x − 1), b0 ∈ R. Тогда N = 2, θ = 1, а матрица R1(x)
примет вид

R1(x) =

⎛
⎝b0 ex+1 − 1 0
ex b0 ex+2 − 1
0 ex+1 b0

⎞
⎠ , 0 � x � 1.

Предположим, что коэффициент b0 > 0 удовлетворяет условию

b20 >
(e3 + e2 − 1)2 + (e2 + e− 1)2

4
.

Тогда матрица R1(x), 0 � x � 1, удовлетворяет условию (5). Заметим, что столбцы G1
1(0) =

= (1, 0)т и G2
3(1) = (0, e3 − 1)т линейно независимы, а условие (10), очевидно, выполнено.
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Таким образом, в силу первой части теоремы 3 оператор A0
R : W 2

2 (0, 3) ⊃ D(A0
R) → L2(0, 3)

фредгольмов, dimN (A0
R) = 0, при этом codimR(A0

R) = 2.
Пример 2. Рассмотрим оператор RQ : L2(0, 3) → L2(0, 3), где Q = (0, 3), (Ru)(x) =

= b0u(x) + (1 − ex−2)u(x + 1) + u(x − 1) + u(x + 2), b0 ∈ R. Тогда N = 2, θ = 1, а матрица
R1(x) имеет вид

R1(x) =

⎛
⎝b0 1− ex−2 1

1 b0 1− ex−1

0 1 b0

⎞
⎠ , 0 � x � 1.

Нетрудно заметить, что условие (10) выполнено, а столбцы G1
1(0) = (1, 0)т и G2

3(1) = (1, 0)т

линейно зависимы.
Будем предполагать, что коэффициент b0 > 0 удовлетворяет неравенству

4b30 − b0(2 + (2− e−1)2) + (2− e−1) > 0.

Тогда матрица R1(x), 0 � x � 1, удовлетворяет условию (5).
Следовательно, в силу второй части теоремы 3 оператор A0

R : W 2
2 (0, 3) ⊃ D(A0

R) → L2(0, 3)
фредгольмов, dimN (A0

R) = 0 и codimR(A0
R) = 1.

Пример 3. Рассмотрим оператор RQ : L2(0, 11/4) → L2(0, 11/4), где Q = (0, 11/4),
(Ru)(x) = b0u(x) + ex−1u(x + 1) + ex−2u(x − 1), b0 ∈ R. Следовательно, N = 2, θ = 3/4,
при этом

R1(x) =

⎛
⎝ b0 ex−1 0
ex−1 b0 ex

0 ex b0

⎞
⎠ , x ∈ [0, 3/4],

R2(x) =

(
b0 ex−1

ex−1 b0

)
, x ∈ [3/4, 1].

Матрицы R1(x) при 0 � x � 3/4 и R2(x) при 3/4 � x � 1 удовлетворяют условию (5) при

b0 > 0, b20 > e−1/2 + e3/2. (38)

Будем предполагать, что условие (38) выполнено.
Очевидно, что столбцы G1

1(0) = (e−1, 0)т и G2
3(θ) = (0, e3/4)т ненулевые, т.е. выполнено

условие (11).
Таким образом, в силу теоремы 4 оператор A0

R : W 2
2 (0, 11/4) ⊃ D(A0

R) → L2(0, 11/4)
фредгольмов, dimN (A0

R) = 0 и codimR(A0
R) = 2.

Заключение. Отметим, что используемый в данной работе подход к нахождению чис-
ла условий типа ортогональности на правую часть дифференциально-разностного уравнения,
обеспечивающих соответствующую гладкость обобщённого решения на всём интервале (0, d),
является более универсальным, чем разработанный ранее в [3, 4]. В них использовалось сведе-
ние дифференциально-разностного уравнения с постоянными коэффициентами и однородны-
ми условиями Дирихле к обыкновенному дифференциальному уравнению с многоточечными
краевыми условиями. Однако в случае дифференциально-разностного уравнения с перемен-
ными коэффициентами такой подход невозможен, так как разностный оператор с перемен-
ными коэффициентами и однородными условиями Дирихле не коммутирует с оператором
дифференцирования первого порядка. Поэтому здесь был использован подход, основанный
на представлении первых производных решения на концах интервала (0, d) в виде линейных
ограниченных функционалов в пространстве L2(0, d), зависящих от правых частей дифферен-
циально-разностного уравнения. Данный подход впервые был разработан для исследования
гладкости обобщённых решений задачи Неймана для дифференциально-разностного уравне-
ния (см. [5, 6]). Необходимость использования такого подхода в работах [5, 6] была связана с
тем, что дифференциально-разностное уравнение с условиями Неймана (в отличие от условий
Дирихле) нельзя свести к обыкновенному дифференциальному уравнению с нелокальными
краевыми условиями (доказательство см. в [9, 10]).
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