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В конечномерном евклидовом пространстве рассмотрена задача преследования группой
преследователей одного убегающего, описываемая системой уравнений с производной по
Капуто порядка α, где множествами допустимых управлений являются выпуклые ком-
пакты. Получены достаточные условия разрешимости задач преследования и уклонения,
при исследовании которых использовался метод разрешающих функций.
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Введение. Работы Р. Айзекса (см., например, [1]) заложили основы теории дифферен-
циальных игр преследования–уклонения двух лиц, которая к настоящему времени представ-
ляет собой фундаментальную содержательную теорию с различными подходами к анализу
конфликтных ситуаций [2–10]. Обобщением этой теории преследования–уклонения являют-
ся задачи конфликтного взаимодействия преследователей и одного или нескольких убегаю-
щих [11–14]. Следует отметить, что для анализа игровых задач группового преследования до
настоящего времени нет конструктивных подходов, позволяющих использовать теорию диф-
ференциальных игр двух лиц. Одна из причин этого состоит в том, что объединение множеств
достижимости всех преследователей и объединение всех целевых множеств представляют со-
бой множества, не являющиеся выпуклыми и, более того, не являющиеся связными. С другой
стороны, есть некоторые приложения этих игр к задачам движения транспортных средств,
избежания столкновений кораблей и других. Одним из направлений современного развития
теории группового преследования является поиск новых задач, к которым применимы ранее
разработанные методы. В частности, в работах [15–18] рассматривались задачи преследования
двух лиц, описываемые уравнениями с дробными производными, где были получены достаточ-
ные условия поимки. В статье [19] доказано существование цены игры в дифференциальной
игре, описываемой уравнением с дробными производными. Задачи группового преследования
и уклонения с дробными производными при условии, что все участники обладают равными
возможностями, рассматривались в [20–24].

В данной работе рассматривается задача о поимке убегающего группой преследователей
в дифференциальной игре с дробными производными без предположения о равенстве всех
возможностей участников конфликта. Получены достаточные условия поимки и уклонения.

1. Постановка задачи.
Определение 1 [25]. Пусть α ∈ (0, 1), f : [0,∞) → R

k такая функция, что f ′ абсолютно
непрерывна на промежутке [0,∞). Производной по Капуто порядка α функции f называется
функция D(α)f вида

(D(α)f)(t) =
1

Γ(1− α)

t∫
0

f ′(s)

(t− s)α
ds, где Γ(β) =

∞∫
0

e−ssβ−1 ds.

В пространстве R
k, k � 2, рассматривается дифференциальная игра G(n+1) (n+ 1)-го

лица: n преследователей P1, . . . , Pn и убегающего E. Закон движения каждого из пресле-
дователей Pi имеет вид

D(α)xi = aixi + ui, xi(0) = x0i , ui ∈ Ui, (1)
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а закон движения убегающего E – вид

D(α)y = ay + v, y(0) = y0, v ∈ V. (2)

Здесь i ∈ I = {1, . . . , n}, xi, y, ui, v ∈ R
k, Ui, V – выпуклые компакты в R

k, ai, a –
вещественные числа. Считаем, что x0i − y0 /∈ Mi для всех i ∈ I, где Mi, i ∈ I, – заданные
выпуклые компакты. Если x0i − y0 ∈ Mi при некотором i, то в игре G(n + 1) происходит
поимка в начальный момент времени.

2. Достаточные условия поимки. Назовём предысторией vt(·) управления v(·) убега-
ющего E в момент t, t > 0, сужение функции v на [0, t].

Определение 2. Будем говорить, что задана квазистратегия Ui преследователя Pi, если
определено отображение U0

i (t, z
0, vt(·)), ставящее в соответствие начальным позициям z0 =

= (x01, . . . , x
0
n, y

0), моменту t и произвольной предыстории управления vt(·) убегающего E
измеримую по Лебегу функцию ui(t) = U0

i (t, z
0, vt(·)), t � 0, со значениями в Ui.

Определение 3. В игре G(n + 1) происходит поимка, если существуют момент T > 0 и
квазистратегии U1, . . . , Un преследователей P1, . . . , Pn такие, что для любой измеримой
по Лебегу функции v(·), v(t) ∈ V, t ∈ [0, T ], существуют момент t0 ∈ [0, T ] и номер l ∈ I,
для которых xl(t0) − y(t0) ∈ Ml, где xi(t), i ∈ I, – решения задачи Коши (1), порождённые
квазистратегиями U1, . . . , Un, а y(t) – решение задачи Коши (2), порождённое функцией v(·).

Введём следующие обозначения:

Eρ(z, μ) =
∞∑
k=0

zk

Γ(kρ−1 + μ)
, ρ > 0, z, μ ∈ R

1,

– обобщённая функция Миттаг-Лёффлера,

fi(t) = E1/α(ait
α, 1), f(t) = E1/α(at

α, 1),

gi(t, τ) = (t− τ)α−1E1/α(ai(t− τ)α, α), g(t, τ) = (t− τ)α−1E1/α(a(t− τ)α, α),

Fi(t) =

t∫
0

gi(t, τ) dτ, F (t) =

t∫
0

g(t, τ) dτ,

IntA, coA – внутренность и выпуклая оболочка множества A соответственно. Отметим, что
из теоремы 4.1.1 [26] следует, что для всех i ∈ I, t � 0, τ ∈ [0, t] справедливы неравенства
gi(t, τ) � 0, g(t, τ) � 0.

Пусть γi(t, τ), i ∈ I, t � 0, τ ∈ [0, t], – некоторые ограниченные, измеримые по (t, τ),
локально суммируемые по τ (при каждом t) вектор-функции, которые, следуя [27], будем
называть функциями сдвига. Зафиксируем некоторый набор функций сдвига γ(t, τ) = {γi(t, τ),
i ∈ I} и обозначим

ξi(t) = fi(t)x
0
i − f(t)y0 +

t∫
0

γi(t, τ) dτ.

Рассмотрим многозначные отображения

Wi(t, τ, v, γi) = gi(t, τ)Ui − g(t, τ)v − γi(t, τ),

Wi(t, τ, γi) =
⋂
v∈V

Wi(t, τ, v, γi).

Предположение 1. Существуют функции сдвига γ(t, τ) = {γi(t, τ), i ∈ I} такие, что для
всех i ∈ I, t � 0, 0 � τ � t выполнено условие

0 ∈ Wi(t, τ, γi).
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Теорема 1. Пусть выполнено предположение 1 и существуют T > 0, l ∈ I такие, что
ξl(T ) ∈ Ml. Тогда в игре G(n + 1) происходит поимка.

Доказательство. Рассмотрим многозначное отображение

Ul(T, τ, v) = {ul ∈ Ul : gl(T, τ)ul − g(T, τ)v − γl(T, τ) = 0}.

В силу предположения 1 Ul(T, τ, v) �= ∅ для всех τ ∈ [0, T ], v ∈ V. Из теоремы 20.6 [28]
следует, что существует измеримый селектор u2l (τ, v) ∈ Ul(T, τ, v). Полагаем управление пре-
следователя Pl равным

ul(τ) = u2l (τ, v(τ)), τ ∈ [0, T ].

Управления остальных преследователей задаём произвольным образом. Из решений задачи
Коши для систем (1), (2) получим (см. [29]) представление

xl(t)− y(t) = ξl(t) +

t∫
0

(gl(t, τ)ul(τ)− g(t, τ)v(τ) − γl(t, τ)) dτ,

поэтому xl(T )− y(T ) = ξl(T ) ∈ Ml. Теорема доказана.
Следствие 1. Пусть существует номер l ∈ I такой, что:
1) 0 ∈ gl(t, τ)Ul − g(t, τ)v для всех v ∈ V, t � 0, τ ∈ [0, t];
2) al < 0, a < 0;
3) 0 ∈ IntMl.
Тогда в игре G(n+ 1) происходит поимка.
Доказательство. Взяв γl(t, τ) = 0 для всех t � 0, τ ∈ [0, t], получим, что 0 ∈ Wl(t, τ, γl)

для всех t � 0, τ ∈ [0, t]. Тогда ξl(t) = fl(t)x
0
l −f(t)y0. Из [26, с. 12] следует, что при t → +∞

справедливы асимптотические оценки

f(t) = − 1

atαΓ(1− α)
+O(1/t2α), fl(t) = − 1

altαΓ(1− α)
+O(1/t2α),

поэтому lim
t→+∞

ξl(t) = 0. Следовательно, существует T > 0, для которого ξl(T ) ∈ Ml. Оста-
лось применить теорему 1. Следствие доказано.

В дальнейшем будем считать, что ξi(t) /∈ Mi для всех i ∈ I, t � 0. Каждому преследова-
телю Pi, i ∈ I, поставим в соответствие разрешающую функцию

λi(t, τ, v) = sup{λ � 0 : λ(Mi − ξi(t))
⋂

Wi(t, τ, v, γi) �= ∅}.

Теорема 2. Пусть выполнено предположение 1 и существует момент T >0 такой, что

inf
v(·)

max
i∈I

T∫
0

λi(T, τ, v(τ)) dτ � 1.

Тогда в игре G(n+ 1) происходит поимка.
Доказательство данной теоремы проводится аналогично доказательству теоремы 3.1.1 [11].
Теорема 3. Пусть Mi = {0} для всех i ∈ I, выполнено предположение 1 и существует

момент T > 0 такой, что

inf
v(·)

max
i

T∫
0

λ0
i (T, τ, v(τ))

‖ξi(T )‖
dτ � 1,

где

λ0
i (t, τ, v) = sup{λ � 0 : −λξ0i (t) ∈ gi(t, τ)Ui − g(t, τ)v − γi(t, τ)}, ξ0i (t) = ξi(t)/‖ξi(t)‖.

Тогда в игре G(n+ 1) происходит поимка.
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Доказательство. Пусть v(·) – произвольная допустимая функция. Определим функции

hi(t, v(·)) = 1−
t∫

0

λ0
i (T, τ, v(τ))

‖ξi(T )‖
dτ,

множества и моменты времени

Ti(v(·)) = {τ ∈ [0, T ] : hi(τ, v(·)) = 0}, t∗i (v(·)) =
{
inf{τ : τ ∈ Ti(v(·))}, если Ti(v(·)) �= ∅,

+∞, если Ti(v(·)) = ∅.

Из условия теоремы следует, что существует номер l ∈ I, для которого t∗l (v(·)) � T.
Рассмотрим многозначные отображения

U1
i (τ, v) = {ui ∈ Ui : gi(T, τ)ui − g(T, τ)v − γi(T, τ) = −λ0

i (T, τ, v)ξ
0
i (T )},

U2
i (τ, v) = {ui ∈ Ui : gi(T, τ)ui − g(T, τ)v − γi(T, τ) = 0}.

Из теоремы 20.6 работы [28] следует, что существуют измеримые селекторы u1i (τ, v) ∈ U1
i (τ, v),

u2i (τ, v) ∈ U2
i (τ, v). Задаём управления преследователей Pi, i ∈ I, следующим образом. Если

t∗i (v(·)) < T, то полагаем

ui(t) =

{
u1i (t, v(t)), t ∈ [0, t∗i (v(·))],
u2i (t, v(t)), t ∈ (t∗i (v(·)), T ].

Если t∗i (v(·)) � T, то
ui(t) = u1i (t, v(t)), t ∈ [0, T ].

Из решений задачи Коши для систем (1), (2) получим (см. [29]) представление

xi(t)− y(t) = ξi(t) +

t∫
0

(gi(t, τ)ul(τ)− g(t, τ)v(τ) − γi(t, τ)) dτ,

поэтому

xl(T )− y(T ) = ξl(T )−
t∗l (v(·))∫
0

λ0
l (T, τ, v(τ))ξ

0
l (T ) dτ =

= ξ0l (T )‖ξl(T )‖
(
1−

t∗l (v(·))∫
0

λ0
l (T, τ, v(τ))

‖ξl(T )‖
dτ

)
= 0.

Теорема доказана.
Рассмотрим далее подробнее ситуацию, в которой для всех i ∈ I

Mi = {0}, Ui = {ui : ‖ui − bi‖ � Ri}, V = {v : ‖v − b‖ � R}, (3)

где b, bi ∈ Rk, i ∈ I, Ri, i ∈ I, R – неотрицательные вещественные числа, и в качестве
нормы рассматривается евклидова норма.

Предположение 2. Rigi(t, τ) � Rg(t, τ) для всех i ∈ I, t � 0, τ ∈ [0, t].
Из данного предположения следует, что предположение 1 будет выполнено, если в качестве

γi(t, τ) взять γi(t, τ) = gi(t, τ)bi − g(t, τ)b. Тогда

ξi(t) = fi(t)x
0
i − f(t)y0 + Fi(t)bi − F (t)b.

Пусть далее δ(t) = min
‖p‖=1

max
i

(p, ξ0i (t)), где (a, b) – скалярное произведение векторов a и b.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 7 2023
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Предположение 3. Существует момент T > 0 такой, что:
а) 0 ∈ Int co {ξi(T ), i ∈ I};
б) справедливо неравенство ∑

i∈I
‖ξi(T )‖ � 2δ(T )RF (T ). (4)

Лемма. Пусть Mi, Ui, V определены соотношением (3) и выполнены предположе-
ния 2, 3. Тогда для любой допустимой функции v(·) имеет место неравенство

∑
i∈I

(
‖ξi(T )‖ −

T∫
0

λ0
i (T, τ, v(τ)) dτ

)
� 0.

Доказательство. Из определения функций λ0
i следует, что

λ0
i (T, τ, v) = g(T, τ)(v − b, ξ0i (T )) +

√
g2(T, τ)(v − b, ξ0i (T ))

2 +R2
i g

2
i (T, τ)− ‖v − b‖2g2(T, τ).

Обозначим v̂ = v − b. Тогда ‖v̂‖ � R. Из предположения 2 следует, что для всех t ∈ [0, T ],
i ∈ I, v ∈ V справедливы неравенства

λ0
i (T, t, v) � g(T, t)((v̂, ξ0i (T )) + |(v̂, ξ0i (T ))|). (5)

Функции λ0
i (T, t, v) при каждом фиксированном t являются вогнутыми по v [12], поэтому

существует v̂0, ‖v̂0‖ = 1, для которого∑
i∈I

λ0
i (T, t, v̂) � min

‖v̂‖�R

∑
i∈I

λ0
i (T, t, v̂) =

∑
i∈I

λ0
i (T, t,Rv̂0).

Из п. а) предположения 3, работы [30] и определения δ(T ) следует, что для всякого v, ‖v‖ = 1,
найдётся номер l ∈ I, для которого (v, ξ0l (T )) � δ(T ) > 0. Следовательно, из (5) получаем

λ0
l (T, t,Rv̂0) � 2g(T, t)R(v̂0, ξ

0
l (T )) � 2Rδ(T )g(T, t).

Тогда для для каждых t ∈ [0, T ] и v ∈ V справедливы неравенства∑
i∈I

λ0
i (T, t, v) �

∑
i∈I

λ0
i (T, t,Rv̂0) � λ0

l (T, t,Rv̂0) � 2Rg(T, t)δ(T ).

Далее имеем

∑
i∈I

‖ξi(T )‖ −
T∫
0

∑
i∈I

λ0
i (T, t, v(t)) dt �

∑
i∈I

‖ξi(T )‖ −
T∫
0

2δ(T )Rg(T, t) dt =

=
∑
i∈I

‖ξi(T )‖ − 2Rδ(T )F (T ) � 0.

Лемма доказана.
Следствие 2. Пусть выполнены условия леммы 1. Тогда для любой допустимой функции

v(·) найдётся номер l ∈ I, для которого имеет место неравенство

‖ξl(T )‖ −
T∫
0

λ0
l (T, t, v(t)) dt � 0.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 7 2023



938 ПЕТРОВ, МАЧТАКОВА

Теорема 4. Пусть Mi, Ui, V определены соотношением (3) и выполнены предположе-
ния 2, 3. Тогда в игре G(n+ 1) происходит поимка.

Доказательство. Пусть v(·) – допустимая функция. В силу следствия 1 существует номер
l ∈ I, для которого справедливо соотношение

‖ξl(T )‖ −
T∫
0

λ0
l (T, t, v(t)) dt � 0.

Осталось применить теорему 3. Теорема доказана.
Следствие 3 [20]. Пусть ai = a � 0, bi = b = 0, Ri = R > 0, Mi = {0} для всех i ∈ I и

y0 ∈ Int co {x01, . . . , x0n}.

Тогда в игре G(n+ 1) происходит поимка.
Доказательство. В данном случае fi(t) = f(t), Fi(t) = F (t) = tαE1/α(at

α, α + 1) для
всех i ∈ I, t � 0. Взяв γi(t, τ) = 0, получаем, что ξi(t) = f(t)(x0i − y0). Поэтому для всех
T > 0 ∑

i∈I
‖ξi(T )‖ = |f(T )|

∑
i∈I

‖ξi(0)‖ = f(T )
∑
i∈I

‖ξi(0)‖,

δ(T ) = δ(0) > 0 в силу [30]. Значит неравенство (4) можно представить в виде∑
i∈I

‖ξi(0)‖ � 2δ(0)
RF (T )

f(T )
. (6)

Если a < 0, то при t → +∞ справедливы следующие асимптотические оценки [26, с. 12]:

f(t) = − 1

atαΓ(1− α)
+O(1/t2α), F (t) = −1

a
+O(1/tα).

Таким образом,
F (T )

f(T )
= TαΓ(1− α) +O(Tα),

и поэтому неравенство (6) будет выполнено автоматически при достаточно большом T.
Если a = 0, то f(t) = 1, F (t) = tα/Γ(1 + α). Следовательно, F (T )/f(T ) = Tα/Γ(1 + α),

и поэтому неравенство (6) будет выполнено автоматически при достаточно большом T. След-
ствие доказано.

Замечание. Пусть a � ai < 0 для всех i ∈ I. Тогда в силу [31] для всех t ∈ [0,+∞),
i ∈ I справедливы неравенства f(t) � fi(t). Так как ввиду [26, с. 12]

lim
t→+∞

F (t)

Fi(t)
=

ai
a

> 0,

то для γi = inf
t�0

(F (t)/Fi(t)) выполнено γi > 0. Выбирая Ri, R так, чтобы выполнялись

неравенства Ri/R � γi, получаем, что условия RF (t) � RiFi(t), fi(t) � f(t) теоремы 4 будут
выполнены.

3. Достаточные условия уклонения. В данном пункте считается, что преследователи
Pi, i ∈ I, могут использовать любую информацию при выборе своих управлений ui(·), i ∈ I,
для которых существует решение задачи Коши системы (1), определённое на [0,+∞).

Определение 4. В игре G(n + 1) происходит уклонение от встречи, если существует
программное управление v(·) убегающего E такое, что для любых траекторий xi(t), i ∈ I,
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преследователей Pi, i ∈ I, удовлетворяющих системе (1), и для любого t > 0 имеет место
xi(t) �= y(t), где y(t) – решение задачи Коши (2), порождённое управлением v(·).

Теорема 5. Пусть Mi, Ui, V определены соотношением (3) и существует вектор p ∈
∈ Rk, ‖p‖ = 1, такой, что:

1) для всех i ∈ I, t � 0 справедливы неравенства

‖b+Rp‖F (t) � (‖bi‖+Ri)Fi(t), f(t) � fi(t);

2) (b+Rp, y0) � 0, (b+Rp, y0) � max
i∈I

(b+Rp, x0i ).

Тогда в игре G(n+ 1) происходит уклонение от встречи.
Доказательство. Задаём управление убегающего E следующим образом. Полагаем v(t)=

= b+Rp для всех t ∈ [0,+∞). Пусть ui(t), i ∈ I, – произвольные управления преследовате-
лей Pi, i ∈ I. Определим функции ûi(t) = ui(t)− bi,

ũi(t) =
1

RiF (t)

t∫
0

gi(t, s)ûi(s) ds, ωi(t) = f(t)y0 − fi(t)x
0
i .

Отметим, что Fi(t) �= 0 для всех t > 0. Тогда для всех t � 0, i ∈ I выполняются соотношения

‖ûi(t)‖ � Ri, ‖ũi(t)‖ � 1,

y(t)− xi(t) = ωi(t) + (b+Rp)F (t)− (bi +Riũi(t))Fi(t).

Докажем, что (b+Rp, ωi(t)) � 0 для всех i ∈ I, t � 0. Действительно,

(b+Rp, y0) � (b+Rp, x0i )

для всех i ∈ I. Так как fi(t) � 0, f(t) � 0 и f(t) � fi(t) для всех i ∈ I, t � 0 (см. [31]), то

fi(t)(b +Rp, x0i ) � fi(t)(b+Rp, y0) � f(t)(b+Rp, y0) или (b+Rp, ωi(t)) � 0.

Поэтому для всех i ∈ I, t � 0 справедливы неравенства

‖y(t)− xi(t)‖ � ‖ωi(t) + (b+ pR)F (t)‖ − ‖(bi +Riũi(t))Fi(t)‖ =

=
√

‖ωi(t)‖2 + 2(b+Rp, ωi(t))F (t) + ‖b+Rp‖2F 2(t)− Fi(t)(‖bi‖+Ri) >

> ‖b+Rp‖F (t)− (‖bi‖+Ri)Fi(t) � 0.

Теорема доказана.
Следствие 4. Пусть Mi = {0}, bi = b = 0 для всех i ∈ I. Кроме того, для всех t � 0,

i ∈ I справедливы неравенства RF (t) � RiFi(t), f(t) � fi(t) и существует вектор p ∈ Rk,
‖p‖ = 1, такой, что (p, y0) � 0, (p, y0) � max

i
(p, x0i ). Тогда в игре G(n + 1) происходит

уклонение от встречи.
Следствие 5. Пусть ai = a, Ri = R, Mi = {0}, bi = b = 0 для всех i ∈ I и

y0 /∈ Int co {x01, . . . , x0n}.

Тогда в игре G(n+ 1) происходит уклонение от встречи.
Доказательство. Из условия следствия следует, что y0 и co {x01, . . . , x0n} отделимы. По-

этому существует вектор p ∈ Rk, ‖p‖ = 1, такой, что для всех i ∈ I (p, y0) � (p, x0i ). Задаём
управление убегающего E, полагая v(t) = Rp для всех t � 0. Тогда

ωi(t) = f(t)(y0 − x0i ), y(t)− xi(t) = ωi(t) +RpF (t)− ũi(t)RF (t),
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поэтому
‖y(t)− xi(t)‖ � ‖ωi(t) +RpF (t)‖ −RF (t) =

=
√
‖ωi(t)‖2 + 2R(p, y0 − x0i )f(t)F (t) +R2F 2(t)−RF (t) > 0

для всех t > 0. Следствие доказано.
4. Примеры.
Пример 1. В пространстве R

k рассматривается игра G(3), описываемая системой

D(α)xi = ui, x1(0) = (1, 0, . . . , 0), x2(0) = (−1, 0, . . . , 0),

D(α)y = v, y(0) = (0, 0, . . . , 0), i ∈ I = {1, 2},

причём ui, v ∈ V = {(v1, . . . , vk) ∈ R
k : vj ∈ [−1, 1], j = 1, k}, Mi = {0}.

Тогда предположение 1 будет выполнено с нулевыми функциями сдвига. Далее имеем

fi(t) = f(t) = 1, gi(t, s) = g(t, s) = (t− s)α−1/Γ(α), ξi(t) = x0i − y0, λi(t, τ, v) = g(t, τ)λi(v),

где λi(v) = sup{λ � 0 : −λξi(t) ∈ V − v}. Поэтому

λ1(v) = 1 + v1, λ2(v) = 1− v1, max{λ1(v), λ2(v)} � 1.

Следовательно, для любой допустимой функции v(·) имеют место соотношения

t∫
0

(λ1(t, τ, v(τ)) + λ2(t, τ, v(τ))) dτ �
t∫

0

max
i

λi(t, τ, v(τ)) dτ �
t∫

0

g(t, τ) dτ =
tα

Γ(α+ 1)
.

Выбрав T таким, чтобы выполнялось неравенство Tα � 2Γ(α+1), получаем, что для любой
допустимой функции v(·) найдётся номер l ∈ {1, 2}, для которого

T∫
0

λl(T, τ, v(τ)) dτ � 1.

Тем самым условие теоремы 2 выполнено. Поэтому в игре G(3) происходит поимка.
Пример 2. В пространстве R

2 рассматривается игра G(4), описываемая системой

D(α)xi = axi + ui, D(α)y = ay + v, i ∈ I = {1, 2, 3},

причём Mi = {0}, Ui = V = {u : ‖u‖ � R}. Тогда предположение 2 выполнено. Зафиксируем
момент T > 0 и выберем x0i , y0 такими, чтобы выполнялись равенства (μ > 0)

ξ1(T ) = (0, μ), ξ2(T ) = (−
√
3μ/2,−μ/2), ξ3(T ) = (

√
3μ/2,−μ/2).

Получаем

0 ∈ Int co {ξ0i (T ), i ∈ I}, δ(T ) =
1

2
,

∑
i∈I

‖ξi(T )‖ = 3μ.

Если 0 < μ < RF (T )/3, то для игры G(4) данного примера будут выполнены все условия
теоремы 4, т.е. в игре G(4) будет происходить поимка.

Пример 3. В пространстве R
2 рассматривается игра G(4), описываемая системой

D(α)x1 = u1, ‖u1‖ � 1, D(α)x2 = u2, ‖u2‖ � 1,
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D(α)x3 = u3, ‖u3‖ � 1

4
, D(α)y = v, ‖v‖ � 1, I = {1, 2, 3},

x01 = (−μ/2,−
√
3μ/2), x02 = (−μ/2,

√
3μ/2), x03 = (μ, 0), y0 = (0, 0), μ > 0.

Тогда для всех t � 0

fi(t) = f(t) = 1, F (t) =
tα

Γ(α+ 1)
,

∑
i∈I

‖ξi(t)‖ = 3μ, δ(t) =
1

2
.

Зададим T > 0 и выберем μ > 0 так, чтобы выполнялось неравенство μ < F (T )/3. Предполо-
жение 3 в данном случае будет выполнено. Докажем, что в игре G(4) происходит уклонение
от встречи. Возьмём управление убегающего E в виде v(t) = v0 = (

√
3/2,−1/2) для всех

t > 0. Имеем

y(t) =
v0t

α

Γ(α+ 1)
, xi(t) = x0i +

1

Γ(α)

t∫
0

(t− s)α−1ui(s) ds.

Обозначив

ûi(t) =

t∫
0

(t− s)α−1ui(s) ds

( t∫
0

(t− s)α−1 ds

)−1

,

получим

xi(t) = x0i +
tαûi(t)

Γ(α+ 1)
,

причём ‖û1(t)‖ � 1, ‖û2(t)‖ � 1, ‖û3(t)‖ � 1/4,

‖x1(t)− y(t)‖ �
∥∥∥∥x01 − v0t

α

Γ(α+ 1)

∥∥∥∥− tα

Γ(α+ 1)
�

√
μ2 +

(
tα

Γ(α+ 1)

)2

− tα

Γ(α+ 1)
> 0.

Аналогично устанавливается, что ‖x2(t)− y(t)‖ > 0 для всех t > 0

‖x3(t)− y(t)‖ �
∥∥∥∥x03 − v0t

α

Γ(α+ 1)

∥∥∥∥− 1

4

tα

Γ(α+ 1)
=

=

√
μ2 −

√
3μ

tα

Γ(α+ 1)
+

(
tα

Γ(α+ 1)

)2

− 1

4

tα

Γ(α+ 1)
=

=

√(
μ−

√
3

2

tα

Γ(α+ 1)

)2

+

(
tα

2Γ(α+ 1)

)2

− 1

4

tα

Γ(α+ 1)
� 1

4

tα

Γ(α+ 1)
> 0.

Отметим, что в данном примере не выполнено условие R3F3(t) � RF (t) предположения 2, а
все остальные условия теоремы 4 выполнены.

Пример 4. Пусть Mi, Ui, V определены соотношением (3). В пространстве R
2 рассмат-

ривается игра G(4), описываемая системой

D(α)xi = ui, ui ∈ Ui, D(α)y = y + v, v ∈ V, i ∈ I = {1, 2, 3},

b1 = b = (0, 0), ‖b2‖ = ‖b3‖ =
1

2
R, R1 = R, R2 = R3 =

1

2
R, R > 0,

x01 = (0,−1.05), x02 = (−1,−3), x03 = (1,−3), y0 = (0,−1).

Имеем

fi(t) = 1, f(t) = E1/α(t
α, 1) � fi(t), F (t) = tαE1/α(t

α, α+ 1) � Fi(t) = tα/Γ(α+ 1)
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для всех i ∈ I, t � 0. Возьмём p = (0, 1). Тогда справедливы неравенства

‖b+Rp‖F (t) � (‖bi‖+Ri)Fi(t), (y0, b+Rp) � max
i

(x0i , b+Rp).

Полагаем управление v(t) убегающего E равным v(t) = v0 = b+ Rp = (0, 1) для всех t � 0.
Отметим, что управление данного вида гарантировало убегающему уклонение от встречи по
теореме 5. Докажем, что преследователь P1 осуществляет поимку E, используя управление
u1(t) = (0, 1). Имеем

y(t) = (0,−E1/α(t
α, 1) + tαE1/α(t

α, α+ 1)), x1(t) = (0,−1.05 + tα/Γ(α + 1)).

Рассмотрим функцию

H(t) = −E1/α(t
α, 1) + tαE1/α(t

α, α+ 1) + 1.05 − tα

Γ(α+ 1)
.

Тогда H(0) > 0. В силу [32, с. 118, формула (4)] справедливо равенство

E1/α(z, 1) =
1

Γ(1)
+ zE1/α(z, α+ 1),

поэтому H(1) = 0.05−1/Γ(α + 1) < 0. Следовательно, функция H имеет корень на интервале
(0, 1), и значит, в игре G(4) при таком управлении v убегающего E преследователь P1

осуществляет его поимку. Отметим, что в данном случае не выполнено условие (b+Rp, y0) � 0
теоремы 5, а все остальные условия данной теоремы выполнены.

Заключение. Получены новые достаточные условия поимки и уклонения от встречи в за-
даче группового преследования с дробными производными. Для решения задачи использован
метод разрешающих функций.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 21-71-
10070).
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