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Рассматривается автономная система дифференциальных уравнений ẋ = f(x) и решение
данной системы ϕ(t, x), удовлетворяющее начальному условию ϕ(0, x) = x. Получены
достаточные условия, при которых выполнено следующее свойство монотонности решений
относительно начальных условий: если значения x(0) ∈ R

n и y(0) ∈ R
n такие, что x(0) �

� y(0), то выполняется неравенство ϕ(t, x(0)) � ϕ(t, y(0)) для любого t � 0. Указанное
свойство применяется для исследования задачи оценки средней временно́й выгоды для
систем со случайными параметрами, выполненной с вероятностью, равной единице.
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Введение. Рассмотрим автономную систему дифференциальных уравнений

ẋ = f(x), (1)

где x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n, вектор-функция f(x) и её производные ∂fi/∂xj (i, j = 1, n) непре-

рывны. Обозначим через ϕ(t, x) = (ϕ1(t, x), . . . , ϕn(t, x)) решение данной системы, удовлетво-
ряющее начальному условию ϕ(0, x) = x. Для решения многих прикладных задач желатель-
но, чтобы решения системы (1) обладали следующим свойством монотонности относительно
начальных условий.
Свойство A. Пусть x(0) ∈ R

n и y(0) ∈ R
n такие, что x(0) � y(0). Тогда имеет место

неравенство
ϕ(t, x(0)) � ϕ(t, y(0)) для любого t � 0.

Здесь и далее неравенство x � y, записанное для векторов x ∈ R
n, y ∈ R

n, будем понимать
как неравенства xi � yi, i = 1, n. Аналогично x < y означает, что xi < yi для всех i = 1, n.
В статье получены условия на функцию f(x), при которых данное свойство выполнено

для системы дифференциальных уравнений (1). Показано, что оно справедливо для любого
уравнения (1) (т.е. при n = 1). Приведены примеры моделей взаимодействия двух видов,
обладающих свойством монотонности решений. Рассмотрена одна из задач, для исследования
которой применяется указанное свойство, – задача оценки средней временно́й выгоды для
систем со случайными параметрами, которая выполнена с вероятностью, равной единице.
1. Свойство монотонности решений относительно начальных условий для ли-

нейных систем с постоянными коэффициентами. Рассмотрим сначала линейную систе-
му дифференциальных уравнений ẋ = Ax, где A – постоянная n×n-матрица. Известно, что
решение данной системы можно записать в виде ϕ(t, x) = eAtx, где eAt – матричная экспонен-
та. Матрица A называется экспоненциально неотрицательной, если eAt � 0 для всех t � 0.
Матрица A называется матрицей Метцлера, если её элементы удовлетворяют неравенствам
aij � 0 при i �= j, i = 1, n (см. [1]).
Лемма [1]. Матрица A является экспоненциально неотрицательной тогда и только

тогда, когда она является матрицей Метцлера.
Первоначально данное утверждение, по-видимому, было доказано в работе Т. Важевско-

го [2] в 1950 г. Из леммы очевидно следует, что если A – матрица Метцлера и x � y, то
ϕ(t, x) = eAtx � eAty = ϕ(t, y) для любого t � 0. Также отсюда следует, что решение ϕ(t, x)
является неотрицательным при любых неотрицательных начальных условиях, т.е. обладает
свойством квазиположительности (см. [3, с. 34]).
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Отметим, что свойство монотонности решений линейных систем имеет широкое применение
в математической теории управления [4, 5] и теории линейных функционально-дифференци-
альных уравнений [6, 7].
2. Свойство монотонности решений относительно начальных условий для нели-

нейных автономных систем. Условия, при которых справедливо свойство монотонности
решений системы (1), исследовались в работе [8]. Ниже получены менее обременительные
условия для выполнения данного свойства.
Замечание 1. Отметим, что свойство A выполнено для дифференциального уравнения

вида (1). Для этого нужно показать, что при любом фиксированном t > 0 функция x �→ ϕ(t, x)
возрастающая. Действительно, если это не так, то существуют такие x1 и x2, x1 < x2, что
ϕ(t, x1) � ϕ(t, x2). Тогда найдётся точка t∗ ∈ (0, t], в которой ϕ(t∗, x1) = ϕ(t∗, x2); получили
противоречие с условием единственности решений дифференциального уравнения. Однако это
свойство выполнено не для любой системы второго порядка и выше.
Напомним, что множество D ⊆ R

n называется положительно инвариантным относи-
тельно системы (1), если для любой начальной точки x(0) ∈ D траектория решения ϕ(t, x(0))
содержится в D.
Условие A. Пусть множество D ⊆ R

n положительно инвариантно относительно систе-
мы (1). Каждая из функций fi является возрастающей на множестве D по всем переменным,
от которых она явным образом зависит, за исключением переменной xi, i = 1, n.
Замечание 2. Если система (1) линейная и выполнено условие A, то матрица A данной

системы является матрицей Метцлера.
Теорема 1. Пусть выполнено условие A. Тогда для значений x(0) ∈ D и y(0) ∈ D таких,

что x(0) � y(0), имеет место неравенство ϕ(t, x(0)) � ϕ(t, y(0)) для всех t � 0.
Доказательство теоремы разделим на две части.
1. Рассмотрим случай, когда x(0) < y(0). Предположим, что утверждение теоремы не

верно, тогда существуют i ∈ {1, . . . , n} и t∗i > 0 такие, что ϕi(t
∗
i , x(0)) > ϕi(t

∗
i , y(0)). Пусть

I �= ∅ – множество всех i, для которых выполнено последнее неравенство. Введём функции

Ri(t, x, y) ≡ ϕi(t, x)− ϕi(t, y), i = 1, n,

которые непрерывны по t как разность непрерывных функций. Пусть i ∈ I, тогда

Ri(0, x(0), y(0)) < 0, Ri(t
∗
i , x(0), y(0)) > 0,

поэтому для каждого i ∈ I найдётся ti ∈ (0, t∗i ) такое, что Ri(ti, x(0), y(0)) = 0. Пусть

τi = inf{t ∈ (0, t∗i ) : Ri(t, x(0), y(0)) = 0}, τ = min
i∈I

{τi}.

Из выбора точки τ следует, что ϕi(τ, x(0)) � ϕi(τ, y(0)), причём существуют i ∈ {1, . . . , n},
при которых выполнено строгое неравенство, так как все траектории не могут прийти в одну
точку за конечное время. Пусть I(τ) �= ∅ – множество всех i, при которых ϕi(τ, x(0)) =
= ϕi(τ, y(0)), J(τ) ≡ {1, . . . , n}\I(τ) – множество всех i, при которых ϕi(τ, x(0)) < ϕi(τ, y(0)),
J(τ) �= ∅. Поскольку τi > 0, то τ > 0.
Перейдём от системы дифференциальных уравнений (1) к интегральным уравнениям

ϕi(t, x(0)) = xi(0) +

t∫
0

fi(ϕ(s, x(0))) ds, i = 1, n. (2)

Если i ∈ I(τ), то ϕi(τ, x(0)) = ϕi(τ, y(0)), xi(0) < yi(0) и из (2) получаем

τ∫
0

[fi(ϕ(s, x(0))) − fi(ϕ(s, y(0)))] ds = yi(0)− xi(0) > 0. (3)
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Далее ϕi(τ − δ, x(0)) < ϕi(τ − δ, y(0)) для любого δ ∈ (0, τ), поэтому в силу (2) выполнено
неравенство

τ−δ∫
0

[fi(ϕ(s, x(0))) − fi(ϕ(s, y(0)))] ds < yi(0)− xi(0). (4)

Из (3), (4) следует, что для любого δ ∈ (0, τ) имеет место

τ∫
τ−δ

[fi(ϕ(s, x(0))) − fi(ϕ(s, y(0)))] ds > 0. (5)

Отметим, что из непрерывности подынтегральной функции следует неравенство

fi(ϕ(τ, x(0))) � fi(ϕ(τ, y(0))), i ∈ I(τ). (6)

Возможны два случая. В первом хотя бы одна из функций fi, i ∈ I(τ), зависит от неко-
торой переменной xj , j �∈ I(τ), пусть это будет функция fk, k ∈ I(τ). Тогда ϕi(τ, x(0)) =
= ϕi(τ, y(0)) для всех i ∈ I(τ), ϕi(τ, x(0)) < ϕi(τ, y(0)) при i ∈ J(τ) и из условия A следует
fk(ϕ(τ, x(0))) < fk(ϕ(τ, y(0))). Получили противоречие с (6).
Во втором случае все функции fi, i ∈ I(τ), не зависят от переменных xi, i ∈ J(τ). Тогда

ϕi(τ, x(0)) = ϕi(τ, y(0)) для всех i ∈ I(τ), (7)

и можем выделить из исходной системы (1) отдельную подсистему, в которую входят только
уравнения с xi, i ∈ I(τ). Поэтому из (7) следует равенство

ϕi(t, x(0)) = ϕi(t, y(0)) для всех t ∈ R, i ∈ I(τ),

из которого получаем fi(ϕ(s, x(0))) − fi(ϕ(s, y(0))) ≡ 0, i ∈ I(τ), что противоречит (5).
2. Пусть xi(0) = yi(0) при i ∈ I(0) и xi(0) < yi(0) при i ∈ J(0) ≡ {1, . . . , n} \ I(0);

здесь I(0) – любое непустое подмножество {1, . . . , n}, множество J(0) может быть пустым.
Определим последовательность точек {yk}∞k=1 пространства R

n таким образом, что

yk+1
i > yki > yi(0) = xi(0),

lim
k→∞

yki = yi(0) при i ∈ I(0) и yki = yi(0) при i ∈ J(0), k ∈ N.

Тогда lim
k→∞

yk = y(0) и x(0) < yk, k ∈ N. Из первой части доказательства следует, что

ϕ(t, x(0)) < ϕ(t, yk) для всех t ∈ [0, d], k ∈ N. Переходя к пределу при k → ∞ в последнем
неравенстве и используя свойство непрерывности функции ϕ(t, x) по совокупности перемен-
ных, получаем, что

ϕ(t, x(0)) � lim
k→∞

ϕ(t, yk) = ϕ(t, y(0)) для всех t � 0.

Теорема доказана.
3. Модели взаимодействия двух видов, обладающие свойством монотонности

решений. Модели взаимодействия двух видов в классификации Е. Одума подробно описаны
в книге Г.Ю. Ризниченко [9, с. 143–157]. Пусть численности видов равны x1 и x2, тогда
данные модели могут быть описаны системой уравнений

ẋ1 = a1x1 + b12x1x2 − c1x
2
1, ẋ2 = a2x2 + b21x1x2 − c2x

2
2. (8)

Здесь параметры ai > 0 – постоянные собственной скорости роста видов, ci > 0 – постоян-
ные самоограничения численности (внутривидовой конкуренции), bij – постоянные взаимо-
действия видов, i, j = 1, 2. Знаки коэффициентов bij определяют тип взаимодействия.
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Отметим, что свойством монотонности решений обладают, конечно, не все модели вида (8);
данное свойство выполнено для таких моделей, как симбиоз (в этом случае b12 > 0, b21 > 0),
комменсализм (b12 > 0, b21 = 0) и нейтрализм (b12 = 0, b21 = 0). Если хотя бы один из
коэффициентов bij отрицательный, то свойство монотонности будет выполнено не для всех
решений системы (8); это относится к таким моделям как хищник–жертва, конкуренция и
аменсализм.
Замечание 3. Если для линейной системы (1) выполнено условие квазиположительности,

то матрица A системы является матрицей Метцлера. Для нелинейной системы из условия
квазиположительности не следует свойство монотонности решений. Например, условие ква-
зиположительности имеет место для всех моделей взаимодействия двух видов, но свойство
монотонности не выполняется для моделей хищник–жертва, конкуренция и аменсализм.
4. Условия монотонности решений системы по части начальных условий. Пред-

положим, что в системе (1) найдётся подсистема из m уравнений, которая зависит только от
переменных x̃ = (x1, . . . , xm) ∈ R

m, где 1 � m � n− 1. Пусть данная подсистема имеет вид

˙̃x = g(x̃), x̃ ∈ R
m. (9)

В силу теоремы 1 если условие A выполнено для системы (9), то решение ϕ̃(t, x) этой системы
монотонно по всем начальным условиям x̃(0) ∈ R

m; следовательно, решение ϕ(t, x) системы
(1) монотонно по части начальных условий x̃(0) ∈ R

m.
Примером системы, обладающей свойством монотонности по части начальных условий,

для моделей взаимодействия двух видов является система, описывающая модель аменсализ-
ма. Напомним, что при взаимодействии типа аменсализм в системе (8) выполнены условия
b12 = 0, b21 < 0. Тогда первое уравнение этой системы имеет вид ẋ1 = a1x1 − c1x

2
1 (не

зависит от переменной x2), и система (8) обладает свойством монотонности по начальному
условию x1(0).

5. Оценки средней временно́й выгоды, выполненные с вероятностью единица.
В данном пункте продолжаются рассуждения из работ [10, 11], в которых описываются вопро-
сы оптимального сбора ресурса из стохастической популяции, заданной дифференциальным
уравнением (1) (случай n = 1). Здесь мы рассматриваем модели динамики структурирован-
ной популяции, заданные системой уравнений, зависящей от случайных параметров (случай
n > 1). Предполагаем, что при отсутствии эксплуатации развитие популяции описывается
системой (1), а в моменты времени τ(k) = kd, d > 0, из популяции извлекается некоторая
случайная доля ресурса

ω(k) = (ω1(k), . . . , ωn(k)) ∈ Ω ⊆ [0, 1]n, k ∈ N,

что приводит к резкому (мгновенному) уменьшению его количества. Ресурс x ∈ R
n
+ является

неоднородным, т.е. либо состоит из отдельных видов x1, . . . , xn, либо разделён на n возраст-
ных групп. Отметим, что в данной работе в скобках мы обозначаем временны́е, а нижними
индексами – пространственные параметры; например, через ωi(k) обозначается доля ресурса
i-го вида, извлеченного из популяции в момент kd.
Пусть имеется возможность остановить процесс сбора, если доли извлеченного ресурса для

одного или нескольких видов окажутся достаточно большими (не меньше, чем заданные зна-
чения (u1(k), . . . , un(k)) = u(k) ∈ [0, 1]n в момент kd). В этом случае определённая часть
ресурса сохраняется с целью увеличения размера следующего сбора, и доля добываемого ре-
сурса будет равна

�(k) = (�1(k), . . . , �n(k)) ∈ [0, 1]n, где �i(k) = min{ωi(k), ui(k)}, i = 1, n.

Таким образом, рассматривается эксплуатируемая популяция, динамика которой задана
управляемой системой со случайными параметрами

ẋi = fi(x), t �= kd, xi(kd) = (1− �i(k))xi(kd− 0), (10)
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где xi(kd − 0) и xi(kd) – количество ресурса i-го вида до и после сбора в момент kd соот-
ветственно, i = 1, n, k ∈ N. Предполагаем, что решения системы (10) непрерывны справа.
Приведём описание вероятностной модели, заданной управляемой системой (10). Пусть за-

дано вероятностное пространство (Ω, Ã, μ̃), где Ω ⊆ [0, 1], Ã – сигма-алгебра подмножеств Ω,
на которой определена вероятностная мера μ̃. Рассмотрим множество последовательностей
Σ ≡ {σ : σ = (ω(1), . . . , ω(k), . . .)}, где ω(k) = (ω1(k), . . . , ωn(k)) ∈ Ω ⊆ [0, 1]n, k ∈ N. Обозна-
чим через A наименьшую сигма-алгебру, порождённую цилиндрическими множествами

Ek ≡ {σ ∈ Σ : ω(1) ∈ A(1), . . . , ω(k) ∈ A(k)}, где A(j) ∈ Ã, j = 1, k,

и определим меру μ̃(Ek) = μ̃(A(1)) · · · μ̃(A(k)). Тогда в силу теоремы А.Н. Колмогорова на
измеримом пространстве (Σ,A) существует единственная вероятностная мера μ, которая яв-
ляется продолжением меры μ̃ на сигма-алгебру A.
Пусть Xi(k) = xi(kd − 0) – количество ресурса i-го вида до сбора в момент kd, k ∈ N,

зависящее от долей ресурса �(1), . . . , �(k − 1), собранного в предыдущие моменты времени
и начального количества x(0); Ci � 0 – стоимость ресурса i-го вида. Тогда общая стоимость
собранного ресурса равна Y (k) =

∑n
i=1 CiXi(k)�i(k). Для любого x(0) ∈ R

n
+ рассмотрим

функцию, введённую в статье [10]:

H∗(�, x(0)) ≡ lim
k→∞

1

k

k∑
j=1

Y (j) = lim
k→∞

1

k

k∑
j=1

n∑
i=1

CiXi(j)�i(j), (11)

которая называется средней временно́й выгодой от извлечения ресурса. Если предел (11) су-
ществует, будем обозначать его H(�, x(0)).
В данной работе получены оценки функции (11), выполненные с вероятностью единица,

для структурированной популяции в случае n > 1. Описан способ добычи ресурса для режима
сбора на бесконечном промежутке времени, при котором постоянно сохраняется некоторая
часть популяции, необходимая для её дальнейшего восстановления.
Рассматриваем эксплуатируемую популяцию, заданную системой (10). Пусть x(k) равно

количеству ресурса после сбора в момент τk, тогда

X(k + 1) = ϕ(d, x(k)) и x(k) = (1− �(k))X(k).

Если �i(k) = ui для всех k ∈ N, то X(k) удовлетворяет разностному уравнению

X(k + 1) = ϕ(d, (1 − u)X(k)), k ∈ N. (12)

Обозначим через S(u) = (S1(u), . . . , Sn(u)) неподвижную точку уравнения (12), тогда S(u) =
= ϕ(d, (1 − u)S(u)). Пусть s(u) ≡ (1− u)S(u); отметим, что

si(u) = (1− ui)Si(u), ϕi(d, s(u)) = Si(u), i = 1, n.

Рассмотрим случайные величины �i(k) = min{ωi(k), ui}, i = 1, n, k ∈ N, и обозначим
через M�i = M�i(k) их математическое ожидание.
Теорема 2. Пусть выполнено свойство A. Тогда если x(0) � s(u), то для почти всех

σ ∈ Σ справедлива оценка

H∗(�, x(0)) �
n∑

i=1

CiSi(u)M�i.

Доказательство. Напомним, что через Xi(k) и xi(k) обозначены количества ресурса
i-го вида до сбора и после сбора в момент kd; тогда xi(k) = (1− �i(k))Xi(k), k ∈ N.
По свойству A если xi(0) � si(u), то Xi(1) = ϕi(d, x(0)) � ϕi(d, s(u)) = Si(u), i = 1, n.

Из неравенств �i(k) � ui получаем

xi(1) = (1− �i(1))Xi(1) � (1− ui)Xi(1) � (1− ui)Si(u) = si(u), i = 1, n.
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Далее Xi(2) = ϕi(d, x(1)) � ϕi(d, s(u)) = Si(u). Аналогично получаем, что Xi(k) � Si(u) для
всех k ∈ N, i = 1, n. Дальнейшее доказательство следует из усиленного закона больших чисел
Колмогорова и определения средней временно́й выгоды.
Пример. Рассмотрим модель взаимодействия двух видов типа симбиоз:

ẋ1 = ax1 + bx1x2 − cx21, ẋ2 = ax2 + bx1x2 − cx22, (13)

где a > 0, c > b > 0. Найдём оценку средней временно́й выгоды в предположении, что слу-
чайные величины ωi(k), i = 1, 2, k ∈ N, имеют равномерное распределение на отрезке [0, 1].
Отметим, что если функция распределения F случайной величины ωi(k) абсолютно непре-

рывна, то математическое ожидание �i(k) равно

M�i(k) =

u∫
0

tf(t) dt+ u(1− F (u)), i = 1, n, k ∈ N, (14)

где через f обозначена плотность данного распределения (см. [10]). Поскольку ωi(k), i = 1, 2,
k ∈ N, имеют равномерное распределение на отрезке [0, 1], то их плотность f(t) = 1 при t ∈
∈ [0, 1] и функция распределения F (t) = t, t ∈ [0, 1]. Таким образом, из (14) следует, что

M�i(k) = ui −
u2i
2
, i = 1, 2, k ∈ N. (15)

Решением системы (13), удовлетворяющим начальному условию x1(0) = x2(0), является
функция ϕ(t, x(0)) = (ϕ1(t, x(0)), ϕ2(t, x(0))), где

ϕ1(t, x(0)) = ϕ2(t, x(0)) =
ax1(0)e

at

a+ (c− b)x1(0)(eat − 1)
, t � 0.

Пусть u1 = u2 = u < 1 − e−ad, тогда уравнение (12) имеет неподвижную положительную
точку с координатами

S1(u) = S2(u) =
a(ead(1− u)− 1)

(c− b)(1− u)(ead − 1)
.

В силу теоремы 2 и равенства (15) получаем, что при xi(0) � si(u) = (1 − u)Si(u), i = 1, 2,
для почти всех σ ∈ Σ имеет место оценка

H∗(�, x(0)) � a(C1 + C2)(e
ad(1− u)− 1)

(c− b)(1 − u)(ead − 1)

(
u− u2

2

)
, где u < 1− e−ad.

В заключении отметим, что свойство монотонности решений систем относительно началь-
ных условий можно применить для оценки других характеристик сбора ресурса, одной из ко-
торых является суммарный доход от эксплуатации популяции с учётом дисконтирования [12].
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