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Диссипационная теорема дает прекрасный способ описания турбулентного массопереноса в систе-
ме с вращающимся цилиндром, хотя все же остается необходимость определения параметров путем
фитинга с экспериментальными данными. К сожалению, имеющиеся экспериментальные данные
содержат расхождения, которые мешают развитию теории. Настоящая работа – часть долгосрочной
программы приложения предсказаний диссипационной теоремы к системам, варьирующимся от
потока в трубе и вращающихся цилиндров до развитых потоков на вращающемся диске или на
плоской пластинке в месте падения потока, для которых имеется широкий круг эксперименталь-
ных данных. Оказывается, что значения вихревой вязкости должны накладываться друг на друга,
если разделить их на параметр напряжения R+ для того, чтобы получить когерентное поведение при
очень больших числах Рейнольдса. Новый подход здесь – использовать данные по массопереносу в
качестве замены при отсутствии данных о величине крутящего момента. Показано, что данные Ай-
зенберга и Мора не составляют когерентного единства данных, несмотря на то, что они были полу-
чены на одном и том же приборе и в одной и той химической системе. Для снятия этих противоре-
чий требуются новые экспериментальные данные. Диссипационная теорема, как предполагается,
улучшит наше понимание турбулентности и позволит предсказывать ее поведение в различных си-
стемах. Следующая стадия – ее применение к развитым потокам на плоской пластинке и на враща-
ющемся диске.
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ВВЕДЕНИЕ
В работе [1] вводится понятие диссипацион-

ной теоремы и дается ее приложение к данным о
массопереносе в системе вращающегося цилин-
дра, а именно к данным Айзенберга и данным
Мора. В работе [2] эти концепции распростране-
ны на турбулентный поток в трубе. Еще больше
информации о турбулентном потоке в трубе дает-
ся в работе [3]. В настоящей работе мы вновь об-
ращаемся к системе вращающегося цилиндра, бу-
дучи обогащены опытом рассмотрения турбу-
лентного потока в трубе. Показатель степени,
используемый в расходимости, пусть остается
равным 1, поскольку он подходит к цилиндриче-
ской геометрии, а не 5, как для вращающихся ци-
линдров или –1 для потока в трубе. Результаты
для вихревой вязкости должны накладываться
друг на друга для различных значений уровня на-
пряжения (по крайней мере, при больших числах
Рейнольдса), и в довершение в член затухания
вводятся члены с экспонентами p и q для радиаль-

ного положения и для уровня напряжения. Мы
также получили информацию о том, как в вычис-
лениях могут возникать отрицательные значения
вихревой вязкости и как их можно избежать.
Предполагается ввести аналогичные изменения в
подход к вращающимся цилиндрам и, в особен-
ности, получить лучшее согласие между теорией
и экспериментальными данными работы [1], в
которых как наклон графика зависимости числа
Стантона от числа Рейнольдса, так и разброс раз-
личных значений κ, отношения внутреннего ра-
диуса к внешнему, слишком малы.

Тонкие зазоры. Радиус Ri – это искусственный
параметр для тонких зазоров; сюда относятся
только толщины зазоров Ro – Ri. Поэтому (как в
работе [1]) используется модифицированное чис-
ло Рейнольдса  и таким
образом охватывается вся область κ. По анало-
гичной причине используется параметр напряже-
ния (параметр, определяющий характер протека-

= κ = − κRe Re (1 )Re ,m g i
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ния процесса в зависимости от механического
воздействия):

(1)

где τi – напряжение τrθ на внутреннем, вращаю-
щемся цилиндре.

Отдельный вращающийся цилиндр. Другой экс-
тремальный случай наблюдается, когда внешний
цилиндр отстоит очень далеко от внутреннего. В
работе [4] выведена формула для крутящего мо-
мента на единственном вращающемся цилиндре:

(2)

Закон универсального сопротивления. Соотно-
шения, связывающие коэффициент трения, вих-
ревую вязкость, объемное рассеяние, число Рей-
нольдса и параметр напряжения, определены и
развиты в работах [1–3]. Коэффициент трения f
можно получить, интегрируя вихревую вязкость
ν(t). Как показали Никурадзе [5] и его предше-
ственники, если отложить зависимость обратной
величины корня квадратного из коэффициента
трения от логарифма числа Рейнольдса, помно-
женного на корень квадратный из коэффициента
трения, то получится прямая линия. Запишем
это, как

(3)

Такая форма идентична уравнению (2), но запи-
сана иначе. Этот результат, действительно, при-
меним к большим значениям числа Рейнольдса
или параметра напряжения, но Никурадзе при-
менил его к своим экспериментальным данным,
касающимся течения в трубе, вплоть до R+ = 112.
Согласно работе [4], прямая линия простирается
до значения  около 100. Вышеприведенная
формула широко обсуждается в работе [3]. Для
случая вращающихся цилиндров параметры A и B
могут зависеть от отношения радиусов κ.

Исходная точка – это интеграл для системы
вращающихся цилиндров,

(4)

Для течения в трубе ξ3 оказывается в числителе
подынтегрального выражения вместо того, чтобы
быть в его знаменателе; пределы интегрирования
таковы: от ξ = 0 до ξ = 1. Величина M определена,
как  При значительном уровне турбу-
лентности единицей в знаменателе подынте-
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грального выражения можно пренебречь, и коэф-
фициент трения оказывается не зависящим от
числа Рейнольдса. Однако M падает до нуля на
обеих твердых стенках, и интеграл становится син-
гулярным. Эта трудность разрешается в формуле
однородного сопротивления (3) (см. работу [3]).

Определяющие уравнения. Примем
  ξ = r/Ri, а φ = ln(D). В

безразмерной форме соотношение между рассея-
нием и вихревой вязкостью для вращающихся
цилиндров таково:

(5)

Предлагаемое дифференциальное уравнение,
определяющее объемное рассеяние, таково:

(6)

 – это безразмерная константа
скорости для затухания рассеяния, φ = 0 при ξ = 1,
φ = 4ln(κ) при ξ = 1/κ. Распределение полного на-
пряжения по радиальному расстоянию r для тече-
ния в трубе можно записать, как

(7)

Для вращающихся цилиндров оно обратно про-
порционально r2:

(8)

Это различие есть причина различия в определяю-
щих уравнениях (5) и (6), а также уравнении (4).
Легко показать на основе уравнения (8), что

 и что поэтому его можно
сократить до R+. Однако по причинам, приведен-
ным выше,  здесь на своем месте. В работе [3]
дано твердое свидетельство того, что показатель
степени равняется n = 2, и предполагается, что
член затухания также может содержать член, ли-
нейный по D, как в замене Dn величиной Dn + εD,
где 

Для ламинарного течения D = ξ2 в течении в
трубе, а для вращающихся цилиндров D = 1/ξ4.
Последний член в уравнении (6) добавлен для то-
го, чтобы результат для ламинарного течения был
бы решением этого уравнения, а p и q добавлены
для того, чтобы обеспечить гибкость. Согласно
урокам работы [2], их предпочтительные значе-
ния таковы: n = p = q = 2. Вспомним, что Λ уже
содержит зависимость от  Добавленный в
уравнение (6) член, может быть, не имеет сколь-
ко-нибудь большого практического значения, в
особенности для коэффициента трения при боль-
ших числах Рейнольдса.

( ) += ν ν ,t
mM R = μ τ$

2 ,V iD

+=
+ ξ4

1 .
(1 )m

D
MR

+
⎛ ⎞∂ ∂ = Λ +⎜ ⎟ξ ∂ξ ∂ξξ ξ ξ⎝ ⎠

3 6
1 1 ln 16.

( )

n

p q
m

D D
R

( ) −+Λ =
2 2

Coef
n

mR

τ = τ0 .rz r R

τ = τ 2 2
θ .r i iR r

+ += ν τ ρ =( )o o o iR R R

+
mR

+ε = 0.33 .mR

+.mR



ЭЛЕКТРОХИМИЯ  том 55  № 1  2019

ТУРБУЛЕНТНОЕ ТЕЧЕНИЕ ПРИ ВРАЩЕНИИ ВНУТРЕННЕГО ЦИЛИНДРА 53

Данные Никурадзе [5] для течения в трубе
предполагают, что вихревая вязкость в потоке в
трубе может быть аппроксимирована, как
ν(t)/νR+ = 0.32ξ(1 – ξ). Аналогично, для вращаю-
щихся цилиндров можно предположить, что

 таким образом, сходя к
нулю на двух твердых поверхностях. Здесь C мо-
жет зависеть от κ.

Из работы [2] известно, что для течения в трубе
величина p должна равняться 2(n – 1), с тем чтобы
поддержать существование зависимости от r
вблизи центральной линии, а величина q должна
равняться 3n – 4 для того, чтобы поддержать кон-
груэнтность кривых вихревой вязкости, деленной
на R+. Необходимо узнать, какие закономерности
применимы к вращающимся цилиндрам. Ясно,
что нам нужны кривые зависимости f от Re, глад-
кие и сохраняющие хорошее поведение при боль-
ших значениях Re и таким образом демонстриру-
ющие предельное поведение, которое не зависит
от вязкости, как это установил Никурадзе для те-
чения в трубе. Мы видим, что основное различие
между вращающимися цилиндрами и течением в
трубе заключается в радиальной зависимости об-
щего напряжения.

[До тех пор, пока мы имеем дело лишь с вели-
чиной κ, т.е. отношением радиусов, различие
между  и  не существенно. Однако, данное
исследование сфокусировано на определении,
как турбулентность зависит от κ. В конце концов,
нам нужна ясность в вопросе о том, где появляет-
ся κ, но иногда используют величину  потому
что она присутствует в компьютерной программе
и a priori имеет ясное определение.]

Рисунок 1 показывает, до какой стадии мы до-
шли в данном исследовании.

РАЗВИТИЕ
С тех пор, когда Никурадзе показал, что для те-

чения в трубе зависимость обратной величины
корня квадратного из коэффициента трения от
логарифма числа Рейнольдса, помноженного на
корень квадратный из коэффициента трения, вы-
ражается прямой линией, и этот метод был ис-
пользован в работе [4] для представления данных
по вращающему моменту для единичного враща-
ющегося цилиндра [см. уравнение (2)], его следу-
ет также применять и к системе вращающихся
цилиндров. Как Айзенберг, так и Мор не измеря-
ли вращающий момент в системе вращающихся
цилиндров и не дали значений коэффициента
трения. Однако, в пределе больших чисел Шмид-
та число Стантона связано с коэффициентом тре-
ния следующим уравнением:

(9)

+ν ν = ξ − κ − ξ( )   ( 1)(1   ),t
mR C

+
iR +

mR

+,iR

( ) ( )+⎡ ⎤=
⎣ ⎦

1 3 1 22 3 2StSc .1.2092 fB

Это означает, что прямая линия получится, если
отложить 1/StSc2/3 против логарифма числа Рей-
нольдса Rem, помноженного на StSc2/3. Это про-
демонстрировано на примере оригинальных экс-
периментальных данных на рис. 2.

Существует естественное предположение, что
коэффициент турбулентной диффузии равен тур-
булентной кинематической вязкости, D(t) = ν(t).
Теоретические результаты, имеющиеся в литера-
туре, говорят о том, что это предположение может
выполняться лишь приближенно. В лучшем слу-
чае одна величина может быть пропорциональна
другой, но даже их отношение может меняться с
положением в пространстве. Редко удается найти
данные для этих двух величин, измеренные одно-
временно. При больших числах Шмидта выраже-
ние, подобное уравнению (9), можно использо-
вать для того, чтобы сделать вывод о величине ко-
эффициента турбулентной диффузии. Этими
соображениями можно объяснить наблюдение,
сделанное ниже в настоящей работе, о том, что
значение B+, найденное из измерений массопере-
носа, существенно отличается от полученного из
измерений вращающего момента (см. раздел
“Расхождения”).

Значения наименьших квадратов наклонов
этих кривых и отрезков, отсекаемых ими на оси, b
и a, даны в табл. 1 вместе с характеристикой каче-
ства фитинга σ и значениями Coef и B+, использо-
ванными при расчете близких аппроксимаций

Рис. 1. Число Стантона как функция модифициро-
ванного числа Рейнольдса, как это использовано в
работе [1]. Сплошные линии представляют пять на-
боров экспериментальных данных Мора, длина ли-
нии представляет область охваченных чисел Рей-
нольдса. Пунктирные кривые вычислены по дисси-
пационной теореме с использованием одного набора
параметров: n = q = 2, p = –4, Coef = 0.01 и B+ = 0.003.
Значения (1 – κ) (сверху вниз ): 0.871, 0.7487, 0.633,
0.491, 0.1723, 0.0839, 0.606, 0.0393 и 0.0172, в этом по-
рядке, за исключением 0.1723, которому соответству-
ет нижняя сплошная линия.
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прямых на рис. 2 на основе диссипационной тео-
ремы. Дополнительный член в уравнении (6) со-
хранен, хотя бы он и не имел какого-либо значе-
ния. Область чисел Рейнольдса, охваченная в
этих экспериментах, в действительности не очень
широка. Никурадзе приложил много усилий для
того, чтобы довести число Рейнольдса в своих
экспериментах с течениями в трубе до 3 × 106, с
тем чтобы исследовать их поведение при действи-

тельно больших числах Рейнольдса. В данных,
представленных рис. 2, не видно явных искривле-
ний, за исключением может быть одного при
1 ‒ κ = 0.871.

На рис. 3 показаны профили вихревой вязко-
сти, вычисленные с помощью диссипационной
теоремы. Видно, что они накладываются друг на
друга при больших значениях  а при меньших+,iR

Рис. 2. Экспериментальные данные Айзенберга (от a до e) и Мора (от ж до и), представленные в форме графика
1/StSc2/3 = a + b ln(RemStSc2/3); наилучшие параметры фитинга даны в табл. 1 вместе со значениями Coef и B+, кото-
рые дают наилучшее согласие для индивидуальных значений κ.
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Рис. 2. Окончание.
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значениях они сдвигаются вниз. Напротив, экс-
периментальные данные Никурадзе для более
низких значений R+ ложатся выше предельной
кривой при больших R+ для течений в трубе.

На рис. 4 показаны профили объемного рассе-
яния, умноженного на ξ4 для того, чтобы приве-
сти их к единице на внешнем цилиндре. Лога-
рифмическая шкала показывает, что кривые по-
хожи друг на друга по форме, за исключением
области вблизи цилиндра, где установлены гра-
ничные условия. Таким образом, в общем случае
рассеяние обратно пропорционально R+. Как
установлено в работе [1], в турбулентном потоке
рассеяние наблюдается главным образом вблизи
внутреннего цилиндра, как в течении в трубе.
Другими словами, рассеяние устанавливается на
стенках, но вращающий момент велик, если при
этих больших числах Рейнольдса может превали-
ровать ламинарное распределение.

Рисунок 5 показывает вычисленный параметр
 на внутреннем и внешнем цилиндрах. Это на-

клон профилей вихревой вязкости на твердой
стенке, если не принимать в расчет вязкий под-
слой. Как и в работе [1], кривые поднимаются с

+
1B

ростом уровня напряжения, а затем выравнива-
ются. В отличие от работы [1], здесь эти значения
остаются на том же уровне даже при больших зна-

Рис. 3. Профили  как функция (ξ – 1) для не-

скольких значений  и для (1 – κ ) = 0.491. Верхняя

точечная кривая:  = 16399, пунктирная кривая:

= 3049, сплошная кривая:  = 567.
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чениях R+. Это имеет отношение к наложению
профилей вихревой вязкости, измеренных Нику-
радзе для течений в трубе. Таково одно из усовер-
шенствований по сравнению с течением в трубе,
необходимое для вращающихся цилиндров.

На рис. 6 показан наилучший фитинг для всех
значений отношения радиусов κ, с параметрами
Coef и B+, подобранными для каждого отношения
и приведенных в табл. 1. Он аналогичен показан-
ному на рис. 1, но здесь график построен соглас-
но формуле универсального сопротивления, а не
в билогарифмической системе.

Остальные рисунки (не показанные здесь) да-
ют некоторую идею насчет того, чтó можно полу-

чить, меняя параметры, но поддерживая их еди-
нообразными при всех значениях κ. Это не дало
удовлетворительного согласия для всех кривых,
но это также не дало сколько-нибудь значитель-
ного дополнительного проникновения в суть
проблемы. Рисунок 7 предлагает хороший ком-
промисс для параметров, но держит их единооб-
разными при всех значениях κ. Разброс для всех
значений κ почти правильный, и кривые для всех
зазоров (данные Айзенберга, согласно которым
(1 – κ) превышает 0.17) пересекают эксперимен-
тальные кривые, даже если они имеют отличаю-
щийся наклон. Однако, разброс кривых для узких
зазоров (данные Мора) сильно отличается от экс-
периментальных кривых, и они даже накладыва-
ются на них при (1 – κ) = 0.1723. При увеличении
Coef наклон рассчитанных кривых, в общем,
уменьшается, в то время как увеличение B+ сни-
жает всю кривую. Значения Coef и B+, использо-
ванные здесь, существенно отличаются от ожида-
емых на основании проанализированных нами
данных по вращающему моменту (см. Приложе-
ние A).

Становится ясно, что данные и Айзенберга, и
Мора не составляют единого, самосогласованно-
го набора данных. Это особенно ясно видно, если
приложить к этим данным некоторый эмпири-
цизм. Из табл. I работы [1] следует, что степеннáя
зависимость числа Стантона от числа Шмидта
имеет показатель степени около –2/3; он отлича-
ется от теоретического значения всего лишь на
~0.01, что в некотором смысле понятно из извест-
ной зависимости от числа Шмидта для случая ла-
минарного течения. Рисунок 1 в настоящей рабо-
те и табл. I работы [1] показывают, что эти кривые

Таблица 1. Значения параметров для рис. 2; (1 – κ) – раз-
мер зазора, a – отрезок, отсекаемый кривыми на оси, b –
наклон фитинга 1/StSc2/3 = a + b ln(RemStSc2/3), σ – ха-
рактеристика качества фитинга, а Coef и B+ – парамет-
ры, использованные в компьютерной программе на
основе диссипационной теоремы. Эта таблица есть до-
полнение к табл. I в работе [1]; в обеих таблицах ис-
пользуются одни и те же экспериментальные данные,
но их фитинг проведен разными способами

1 – κ a b σ Coef B+

0.8710 –88.7 49.6 0.0920 0.030 0.004
0.7487 –184.5 83.9 0.0256 0.010 0.007
0.6330 –261.4 109.0 0.0010 0.007 0.0085
0.4910 –179.8 107.4 0.0485 0.007 0.008
0.1723 –307.9 203.7 0.0561 0.003 0.009
0.0839 –122.4 100.0 0.0140 0.012 0.0125
0.0606 –141.5 124.6 0.0027 0.008 0.011
0.0393 –70.7 126.5 0.0079 0.010 0.0059
0.0172 –106.2 193.8 0.0184 0.0065 0.0032

Рис. 4. Значения D, помноженные на ξ4 для того, чтобы
привести их вновь к единице на внешнем цилиндре.
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Рис. 5. Наклоны профилей вихревой вязкости вблизи
стенки, но за пределами вязкого подслоя. Очевидно,
что они должны расти от нуля и выходить на плато. В
работе [1] они начинают вновь расти справа, что мо-
жет быть связано с плохим коэффициентом трения
при больших числах Рейнольдса. Этого можно избе-
жать с помощью наложения профилей вихревой вяз-
кости друг на друга.
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имеют одинаковые наклоны для зависимости от
числа Рейнольдса, меняясь случайным образом,
приблизительно на –0.3. Поэтому для получения
зависимости числа Стантона от отношения зазо-
ров, рассчитанной для каждой эксперименталь-
ной точки (всего 134 точки), следует отложить

 как функцию (1 – κ), как это сделано
на рис. 8.

Показатель степени, который следует исполь-
зовать при числе Рейнольдса, вероятно, постепен-
но слегка изменяется с размером зазора (1 – κ), но
табл. I работы [1] показывает, что наилучший по-
казатель степени, который следует использовать,
существенно изменяется с (1 – κ), так что нелегко
определить, какова величина этого “слегка”. Ре-
зультирующая величина, отложенная на рис. 8,
должна поэтому наиболее сильно зависеть от са-
мой величины (1 – κ). Графики весьма информа-
тивны; разброс для каждого конкретного значе-
ния (1 – κ) связан частично с разностью между
показателем степени 0.3, использованным для
Rem, и более подходящим его значением, данным
в табл. I работы [1], а частично – с тем фактом,
что предсказания диссипационной теоремы дают
наклон, меняющийся с числом Рейнольдса (см.
рис. 7). Однако, здесь видны две существенно
различных тенденции: одна – для данных Мора
(небольшие значения (1 – κ)), а вторая – для дан-
ных Айзенберга.

[Это различие между двумя наборами данных
существует уже 3 года. Его можно представить
различными способами, такими, например, как
графики зависимости StSc2/3Re или NuSc2/3 от Rei.

2 3 0.3StSc Re ,m

Рис. 6. Сравнение результатов, полученных для дис-
сипационной теоремы и массопереноса. Для получе-
ния хорошего согласия (в частности, справа) были
использованы два подгоночных параметра. Кривые
загибаются слева с тем, чтобы избежать отрицатель-
ных значений. Невозможно добиться согласия при
всех значениях κ, имея только одно значение Coef и
одно значение B+. Данные Мора представлены точеч-
ными линиями, а данные Айзенберга – сплошными.
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Рис. 7. Наилучший фитинг, достижимый с одним
только значением каждого параметра. Хороший на-
клон получается при (1 – κ) = 0.871, но он становится
слишком низким для более тонких зазоров. Разброс
относительно нормальный, но расстояние между точ-
ками не согласуется с данными. Для того, чтобы по-
лучить разброс данных Мора, могут понадобиться от-
дельные значения B+ для каждой ширины зазора, см.
табл. 1. Расстояние между точками для данных Айзен-
берга относительно неплохое, но основная слабость
обоих наборов данных – плохое их перекрывание.
Значения Coef и B+ отличаются от тех, что получены
из данных по коэффициенту трения, см. Приложение
A. Для каждого значения κ число Стантона следует
умножить на такой множитель, который сдвигает
точку пересечения с пунктирной кривой к полусумме
крайних значений. Результаты, полученные после
умножения на этот фактор, показаны точечными
прямыми. Для того, чтобы оказаться в середине пунк-
тирных кривых, были использованы такие множите-
ли: 0.94, 1.07, 1.07, 1.07, 0.98, 0.52, 0.63, 0.7 и 1.12 (от
0.871 до 0.0172).
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Рис. 8. Данные Айзенберга и данные Мора, отложен-
ные как функция ширины зазора с тем, чтобы пока-
зать, что эти два набора данных сильно различаются.
Приведены все данные, включая и выпадающую точ-
ку при (1 – κ) = 0.633, показанную также на рис. 2в.
Показаны также предсказания диссипационной тео-
ремы, с использованием тех же результатов, что и на
рис. 7.
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Эта информация лучше видна из рис. 8. Другой
способ представить это различие – график орди-
наты на рис. 8, деленной на (1 – κ)0.3(1.25 – κ), как
функция Rem. Здесь получаются две отдельных
горизонтальных линии, но опять-таки рис. 8 по-
казывает это яснее и нагляднее.]

РАСХОЖДЕНИЯ

По мере развития работы над диссипационной
теоремой существенно уменьшилось появление
заметных расхождений. Одно из остающихся –
то, что данные Айзенберга и данные Мора не гар-
монируют друг с другом, и это вносит неуверен-
ность в интерпретацию. Получаются не самосо-
гласованные параметры. Другое расхождение за-
ключается в том, что одни и те же параметры,
полезные при расчетах трения, не согласуются с
параметрами, используемыми при интерпрета-
ции результатов по массопереносу. Причиной
этого последнего расхождения может быть “врож-
денное” различие между коэффициентом турбу-

лентной диффузии и турбулентной кинематиче-
ской вязкостью, как показывает уравнение (9).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Для подтверждения или опровержения выво-

дов развиваемой в данной работе теории были бы
полезны дополнительные тщательные экспери-
менты в обеих областях – трения и массоперено-
са. Тогда, возможно, в эту теорию можно будет
внести подходящие уточнения. Величины вихре-
вой вязкости, деленные на R+, должны наклады-
ваться друг на друга, если стремиться к согласо-
ванному поведению при очень больших числах
Рейнольдса.

ПРИЛОЖЕНИЕ A. 
СФОКУСИРУЕМСЯ НА ТРЕНИИ

Используем диссипационную теорему для
фитинга результатов работы [4] по вращающему
моменту для одиночных цилиндров [см. уравне-
ние (2)]. Здесь мы используем диссипационную
теорему для предсказания коэффициента трения
при значениях κ в области вплоть до 1, т.е. в пре-
деле тонкого зазора. Результаты показаны на
рис. A1.

Наклоны демонстрируют постоянное продви-
жение вперед по мере утоньшения зазора. Дан-
ные Айзенберга могут не подтверждать то, что
ожидается для тонких зазоров, потому что, в дей-
ствительности, они получены для толстых зазо-
ров. Рисунок A1 содержит предсказание коэффи-
циента трения для очень тонких зазоров, основы-
ваясь на данных для очень широкого зазора.

Полезно было бы исследовать, что произой-
дет, если значение p меняется от 0 до 2, или –4,
или –2, потому что это – степень свободы при
фитинге экспериментальных данных. Изменение
p до –4 увеличивает разброс кривых для различ-
ных значений κ; величина p оказывает пренебре-
жимо малое влияние при тонких зазорах и может
быть не слишком важной при толстых зазорах.

В работе [6] приводятся данные по коэффици-
енту трения для вращающихся цилиндров. Это
должно стать важным дополнением для нашей
продолжающейся работы по массопереносу в
этой системе. На рис. A2 показаны данные для
трех различных по ширине зазоров.

Даже после исследования этой системы в тече-
ние 2 или 3 лет у меня сложилось весьма смутное
представление о том, где должны лежать новые
результаты. Мы пришли к заключению о том, что
наилучшее значение n – это 2, а для систем с тру-
бой q и p должны тоже равняться 2. Для этой си-
стемы p может быть –4; это заключение основано
на некоторой догадке о связи с распределением
напряжений в этой системе.

Рис. A1. Рассчитанные коэффициенты трения для
вращающихся цилиндров. Значение Coef положено
равным 0.17 для того, чтобы получить согласие с экс-
периментальными данными работы [4] для κ = 0
(сплошная линия). Затем были вычислены кривые
для многих значений (1 – κ). Широкие зазоры при
(1 – κ) > 0.2 демонстрируют медленный рост, приво-
дя в конце концов к более крутым наклонам. Такое
поведение представляет интерес для получения боль-
шей ясности в поведении узких зазоров. График за-
висимости от Rem(f/2)0.5 прекрасно демонстрирует
предел как для малых, так и для больших значений
(1 – κ), причем линии не пересекаются. При B+ = 0.02
(пунктирные кривые) вязкий подслой не оказывает
существенного влияния, и получаются, в основном,
прямые линии. Светлые пунктирные линии добавле-
ны для того, чтобы показать влияние изменения B+ от
0.02 до 0.0005. (Для этих кривых значения (1 – κ) та-
кие же, что и для B+ = 0.02, и имеют тот же порядок
величины.) Ордината увеличивается до существенно
более высоких значений (более низкое трение),
сравн. рис. 5 работы [3].
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Два еще более важных параметра – это Coef и
B+. Первый из них – это коэффициент для члена
затухания–рассеяния, а второй относится к вяз-
кому подслою в непосредственной близости от
твердой стенки. График на рис. A1, охватываю-

щий полный спектр значений κ, оказывается
весьма полезным, так как он дает гораздо более
твердую идею использовать релевантные значе-
ния при попытках скоррелировать данные Айзен-
берга и данные Мора по массопереносу с дисси-
пационной теоремой.
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Рис. A2. Данные из работы [6] по коэффициенту тре-
ния для течения в воздухе для системы с внутренним
цилиндром (с радиусом 6.0025 дюйма), вращающим-
ся при ширине зазора (1 – κ), равной 0.00933, 0.01896
и 0.0378; график построен по типу закона универсаль-
ного сопротивления. Модифицированное число Рей-
нольдса равно Rem = κReg, где Reg – это число Рей-
нольдса, основанное на ширине зазора. Для перспек-
тивы результаты дополнены взятыми из работы [4]
данными для трения с единичным цилиндром в боль-
шом контейнере (κ = 0). Показаны также результаты
для диссипационной теоремы с параметрами, приве-
денными на этом рисунке. Рассчитанные кривые для
каждого из отношений зазоров также добавляют пер-
спективы. Кривые для узких зазоров лежат выше
кривых для широких зазоров.
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