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В рамках флуктуационно-диссипационной концепции Эйнштейна проведен теоретический анализ
шумового сопротивления для двух классических электрохимических цепей переменного тока: Эр-
шлера–Рэндлса и Фрумкина–Мелик-Гайказяна. Показано, что при увеличении периода считыва-
ния шумового сигнала шумовое сопротивление цепи Эршлера–Рэндлса стремится к предельному
значению, которое совпадает с сопротивлением замедленного разряда. Асимптотическое поведе-
ние цепи Фрумкина–Мелик-Гайказяна имеет другой характер. При увеличении периода считыва-
ния шумового сигнала кривая шумового сопротивления цепи Фрумкина–Мелик-Гайказяна пере-
ходит в прямую, наклон которой обратно пропорционален термодинамической емкости электрода.
Флуктуационно-диссипационная концепция Эйнштейна может быть применена к теоретическому
анализу шумового сопротивления и других электрохимических цепей переменного тока.
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ВВЕДЕНИЕ

Понятие шумового сопротивления ( ) ши-
роко используется в шумовом анализе электрохи-
мических систем [1–12]. Стандартным определе-
нием шумового сопротивления ( ) служит
уравнение (1):

(1)

В уравнении (1)  представляет собой дис-
персию случайного напряжения ( ) в разомкну-
той цепи, а  – дисперсию случайного элек-
трического тока (i) в режиме короткого замыка-
ния. Угловые скобки обозначают статистическое
усреднение. Согласно (1), шумовое сопротивле-
ние равно отношению стандартного отклонения
потенциального шума к стандартному отклоне-
нию токового шума.

В основе уравнения (1) лежат два флуктуаци-
онно-диссипационных соотношения Найквиста
[13–17] для резистора c сопротивлением ( ):

(2)

(3)

где ( ) – произведение постоянной Больцмана
( ) и температуры ( ), ( ) – частотная полоса
пропускания измерительной аппаратуры. Из (2) и
(3) находим:

(4)

Сопоставление уравнений (1) и (4) показыва-
ет, что согласно флуктуационно-диссипационным
соотношениям Найквиста шумовое сопротивление
резистора ( ) совпадает с его электрическим со-
противлением ( ). Если исследуемая цепь явля-
ется более сложной, чем простой резистор, то
уравнение (1) определяет некоторое эффектив-
ное шумовое сопротивление изучаемой электро-
химической цепи.

1 Статья подготовлена для специального выпуска журнала,
посвященного памяти выдающегося электрохимика Олега
Александровича Петрия (1937–2021).
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Первые работы по теории броуновского дви-
жения были выполнены в рамках флуктуацион-
но-диссипационной концепции Эйнштейна
[18‒20]. Флуктуационно-диссипационная кон-
цепция Эйнштейна будет применена в настоящей
работе. В случае резистора пара флуктуационно-
диссипационных соотношений Эйнштейна вклю-
чает уравнение (5) для дисперсии  случайного
количества электричества ( ), измеряемого в ре-
жиме короткого замыкания резистора, и уравне-
ние (6) для дисперсии  потенциальной бро-
уновской координаты ( ), измеряемой в режиме
разомкнутой цепи.

(5)

(6)

Время ( ) представляет собой верхний предел
интегрирования как в интеграле, определяющем
токовую броуновскую координату ( ), так и в ин-
теграле, определяющем потенциальную броунов-
скую координату ( ).

(7)

Одновременно, время ( ) является периодом
считывания как броуновской координаты ( ), так
и броуновской координаты ( ).

Из уравнений (5) и (6) находим

(8)

Уравнение (8) показывает, что в рамках флук-
туационно-диссипационной концепции Эйн-
штейна шумовое сопротивление электрохимиче-
ской цепи целесообразно определить в соответ-
ствии с уравнением

(9)

Уравнение (9) существенно отличается от
уравнения (1). Видно, что вместо дисперсии 
потенциального электрохимического шума стоит
дисперсия  потенциальной броуновской

координаты, а вместо дисперсии  токового

электрохимического шума стоит дисперсия 
токовой броуновской координаты. Согласно
уравнению (9) шумовое сопротивление в концеп-
ции Эйнштейна равно отношению стандартного
отклонения потенциального броуновской коор-
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динаты к стандартному отклонению токовой бро-
уновской координаты.

Если электрохимическая цепь состоит не из
одного резистора и является более сложной, то
формулу (9) можно использовать для нахождения
некоторого эффективного шумового сопротивле-
ния в концепции Эйнштейна.

Цель настоящей работы – применить флукту-
ационно-диссипационную концепцию Эйн-
штейна для анализа шумового сопротивления
двух классических электрохимических цепей пе-
ременного тока: Эршлера–Рэндлса [21, 22] и
Фрумкина–Мелик-Гайказяна [23].

Ранее флуктуационно-диссипационная кон-
цепция Эйнштейна к анализу электрохимическо-
го шумового сопротивления не применялась.

ФЛУКТУАЦИОННО-ДИССИПАЦИОННАЯ 
КОНЦЕПЦИЯ ЭЙНШТЕЙНА

Формулы Эйнштейна (5) и (6) для резистора
имеют обобщение на произвольные равновесные
системы [24–26] в виде уравнений (10) и (11).

(10)

(11)

Величина ( ) есть макроскопический линей-
ный отклик в момент времени ( ) в виде количе-
ства электричества, прошедшего через изучаемую
систему после наложения единичной ступеньки
напряжения ( ). Определение ( ) записы-
вается в следующем виде:

Аналогичный смысл имеет макроскопическая
величина ( ). Она представляет собой макро-
скопический линейный отклик в момент времени
( ) потенциальной броуновской координаты на
единичную ступеньку электрического тока
( ):

Из уравнений (10) и (11) находим общее выра-
жение (12) для шумового сопротивления в кон-
цепции Эйнштейна:

(12)

Уравнение (12) применимо для любой равно-
весной электрохимической цепи переменного то-
ка. Уравнение (12) позволяет рассчитать шумовое
сопротивление любой равновесной системы, ис-
ходя из свойств макроскопического линейного от-
клика. В следующем разделе статьи уравнение (12)
применено для расчета шумового сопротивления
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двух классических электрохимических цепей пе-
ременного тока.

ШУМОВОЕ СОПРОТИВЛЕНИЕ 
ЭЛЕКТРОХИМИЧЕСКОЙ ЦЕПИ ЭРШЛЕРА–

РЭНДЛСА В КОНЦЕПЦИИ ЭЙНШТЕЙНА

Модельная цепь Эршлера–Рэндлса (рис. 1)
содержит емкость двойного электрического слоя
( ) и фарадеевское сопротивление ( ).

Вычисление макрокопического линейного от-
клика ( ) токовой броуновской координаты ( )
для цепи Эршлера–Рэндлса приводит к результату:

(13)

Макроскопический линейный отклик ( )
потенциальной броуновской координаты ( ) для
цепи Эршлера–Рэндлса имеет следующий вид:

(14)

Подставив (13) и (14) в (12), приходим к теоре-
тическому выражению (15) для нормированного
шумового сопротивления ( ) цепи Эршле-
ра–Рэндлса.

(15)

Графическое представление уравнения (15) да-
но на рис. 2. Видно, что в области малых периодов
считывания ( ) шумовое сопротивление
( ) линейно растет с увеличением периода
считывания ( ). В области больших периодов
считывания ( ) шумовое сопротивление
( ) асимптотически приближается к сопро-
тивлению электрохимического разряда ( ).
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ШУМОВОЕ СОПРОТИВЛЕНИЕ 
ЭЛЕКТРОХИМИЧЕСКОЙ ЦЕПИ 

ФРУМКИНА–МЕЛИК-ГАЙКАЗЯНА 
В КОНЦЕПЦИИ ЭЙНШТЕЙНА

Модельная цепь Фрумкина–Мелик-Гайказя-
на (рис. 3) содержит высокочастотную емкость
электрода ( ), адсорбционную емкость ( ) и со-
противление замедленной адсорбции ( ).

Макроскопический линейный отклик потен-
циальной броуновской координаты цепи Фрум-
кина–Мелик-Гайказяна записывается в виде
уравнения (16):

(16)
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Рис. 1. Электрохимическая цепь Эршлера–Рэндлса.
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Рис. 2. Зависимость нормированного шумового со-
противления ( ) для электрохимической це-
пи Эршлера–Рэндлса от нормированного периода
считывания ( ) электрохимической броуновской
координаты. Кривая 1 соответствует уравнению (15).
Прямая 2 является асимптотой для кривой 1.
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Макроскопический линейный отклик токовой
броуновской координаты цепи Фрумкина–Ме-
лик-Гайказяна дается уравнением

(17)

Отсюда находим для шумового сопротивления
цепи Фрумкина–Мелик-Гайказяна, нормирован-
ного на сопротивление замедленной адсорбции
( ):
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Из уравнения (18) следует, что при больших
временах наблюдения ( ) шумовое сопротивле-
ние ( ) цепи Фрумкина–Мелик-Гайказяна
имеет асимптоту

(19)

Сумма емкостей ( ), стоящая в знамена-
теле уравнения (19), представляет собой термоди-
намическую емкость электрода.

Графическая иллюстрация выражения (18) для
шумового сопротивления электрохимической
цепи Эршлера–Рэндлса приведена на рис. 4.

Для графического представления уравнения (18)
было принято, что

(20)
Видно, что кривая шумового сопротивления

цепи Фрумкина–Мелик-Гайказяна, начиная с
времени наблюдения ( ), равного 10, идет с на-
клоном, который весьма слабо отличается от на-
клона асимптоты (19). Количественное расхожде-
ние кривой шумового сопротивления и ее асимп-

τ
noiseR

( )
τ=

+noise .
2 A

R
C C

AC C+

1, 10.A AR C C C= =

τ

тоты представлено на рис. 5. Видно, что при 
равном 100 ( ), относительное расхож-
дение составляет менее 10%.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Флуктуационно-диссипационная концепция
Эйнштейна применена для анализа шумового со-
противления двух классических электрохимиче-
ских цепей переменного тока: Эршлера–Рэндлса
и Фрумкина–Мелик-Гайказяна. Применение
концепции Эйнштейна в данном случае имеет
ряд преимуществ. Во-первых, флуктуационно-
диссипационная концепция Эйнштейна не тре-
бует знания такого трудноопределяемого пара-
метра обработки электрохимического шума, как
частотная полоса пропускания измерительной
аппаратуры. Во-вторых, концепция Эйнштейна
имеет дело с электрохимической броуновской ко-
ординатой, которая может быть измерена аналого-
цифровыми преобразователями с сигма-дельта ар-
хитектурой, например сигма-дельта преобразовате-
лем AD7176-2 компании Analog Device. В-третьих,

,τ
100 AR Cτ =

Рис. 4. Зависимость нормированного ( ) шу-
мового сопротивления для электрохимической цепи
Фрумкина–Мелик-Гайказяна от периода считыва-
ния ( ) при соблюдении условия (20). Кривая 1 рас-
считана по уравнению (18). Прямая 2 рассчитана по
уравнению (19).
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Рис. 5. Относительное расхождение между кривой
шумового сопротивления и ее асимптотой для элек-
трохимической цепи Фрумкина–Мелик-Гайказяна.
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флуктуационно-диссипационная концепция Эйн-
штейна допускает как непрерывное, так и дис-
кретное описание электрохимического шума.

Установлено, что шумовые сопротивления рас-
смотренных цепей переменного тока при низких
скоростях считывания выходного сигнала обладают
принципиально разной асимптотикой. Шумовое
сопротивление в концепции Эйнштейна для цепи
Фрумкина–Мелик-Гайказяна асимптотически
растет пропорционально периоду считывания. При
этом наклон асимптотической прямой обратно
пропорционален термодинамической емкости
электрода. Шумовое сопротивление в концепции
Эйнштейна для цепи Эршлера–Рэндлса асимпто-
тически (при больших периодах считывания) выхо-
дит на постоянное значение, равное сопротивле-
нию замедленного разряда.

На примере двух классических цепей перемен-
ного тока, Эршлера–Рэндлса и Фрумкина–Ме-
лик-Гайказяна, показано, что флуктуационно-
диссипационная концепция Эйнштейна являет-
ся мощным инструментом, позволяющим прово-
дить теоретический анализ шумового сопротив-
ления равновесных электрохимических систем.
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