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Проведено теоретическое исследование процессов массопереноса при электроосаждении металла
на вращающемся дисковом электроде из раствора, содержащего три сорта ионов (электроактивный
катион металла и индифферентный электролит, включающий неэлектроактивные катион и анион).
В качестве математической модели использованы приведенные к безразмерному виду уравнения
Нернста–Планка в приближении электронейтральности раствора, учитывающие электродиффузи-
онный и конвективный перенос всех сортов ионов. Численное решение математической модели
осуществлялось методом конечных объемов с использованием неравномерной сетки. В результате
численного решения получены распределения потенциала и концентраций ионов с учетом взаимо-
действия электрического и гидродинамического полей в растворах с разной концентрацией индиф-
ферентного электролита при различных значениях коэффициентов диффузии ионов всех сортов.
Получены зависимости предельного тока электроосаждения металла от концентрации индиффе-
рентного электролита. При расчетах плотности предельного тока в отсутствие конвекции проведен
расчет толщины диффузионного слоя Нернста с учетом эффективного коэффициента диффузии
раствора с тремя сортами ионов при разных концентрациях индифферентного электролита. На не-
скольких примерах с различным соотношением коэффициентов диффузии аниона и неэлектроак-
тивного катиона электролита сделаны оценки погрешности расчета предельного тока с использова-
нием приближения диффузионного слоя Нернста относительно предельного тока, полученного с
учетом конвективного переноса ионов.

Ключевые слова: электровосстановление, массоперенос, предельный ток, численное моделирова-
ние, вращающийся дисковый электрод, диффузионный слой Нернста
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ВВЕДЕНИЕ
Для количественного описания процессов пе-

реноса в электрохимических системах необходи-
мо использовать математические модели, учиты-
вающие электродиффузионный и конвективный
перенос всех сортов ионов [1–3]. В рамках теории
разбавленных электролитов и приближении
электронейтральности среды широко применя-
ются уравнения Нернста–Планка:

(1)

где  – концентрация, поток и зарядность
ионов k-го сорта, соответственно; t – время; N –
количество сортов ионов, присутствующих в рас-
творе.

Потоки ионов, учитывающие электродиффу-
зионный и конвективный механизмы переноса,
определяются так:

(2)

где  – коэффициент диффузии ионов k-го сор-
та;  – электрический потенциал в растворе;  –
гидродинамическая скорость раствора; F – по-
стоянная Фарадея; R – универсальная газовая по-
стоянная; T – температура раствора.

1 Статья подготовлена для специального выпуска журнала,
посвященного памяти выдающегося электрохимика Олега
Александровича Петрия (1937–2021).
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Конвекция раствора электролита приводит к
его интенсивному перемешиванию и обеспечива-
ет достижение высоких плотностей тока. При
этом концентрации ионов отличаются от их объ-
емных значений только в непосредственной бли-
зости от поверхности электрода (в диффузион-
ном слое), где силы вязкости преобладают над си-
лами инерции. Исходя из этого, Нернстом была
предложена модель диффузионного слоя, в кото-
ром раствор электролита считается неподвиж-
ным [4, 5]. При этом отсутствовал метод расчета
толщины диффузионного слоя Нернста, и ее
можно было определить только эксперименталь-
но для конкретных гидродинамических условий.
Использование приближения диффузионного
слоя Нернста позволило существенно упростить
математическое описание процессов переноса за
счет исключения конвективного переноса и воз-
можности использования одномерных моделей
изменения концентраций и потенциала в диффу-
зионном слое Нернста.

В 1907 г. Эйкеным было получено аналитиче-
ское решение задачи одномерного стационарного
электродиффузионного переноса в слое непо-
движного раствора с тремя сортами ионов (элек-
троактивный катион, катион и анион индиффе-
рентного электролита) и установлена зависимость
предельной плотности тока от концентрации ин-
дифферентного электролита [6].

Уравнения стационарного электродиффузи-
онного переноса в диффузионном слое Нернста,
содержащем N сортов ионов, из которых Ne явля-
ются электроактивными, могут быть записаны в
следующем виде:

(3)

где  – парциальная плотность тока ионов k-го
сорта (условно принято, что катодная плотность
тока является положительной);  – простран-
ственная координата по толщине диффузионного
слоя Нернста,  на поверхности электрода.

Уравнения (3) являются следствием уравне-
ний (1) для одномерного стационарного переноса
в неподвижном растворе.

На внешней границе диффузионного слоя
Нернста, имеющего толщину L, значения кон-
центраций всех сортов ионов равны их значениям
в объеме раствора электролита, а потенциал в
растворе может быть принят равным нулю:

(4)
Модель процессов переноса, базирующаяся на

концепции диффузионного слоя Нернста (урав-
нения (3) и (4)), оказалась весьма плодотворной и
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получила широкое применение при теоретиче-
ском исследовании влияния миграции на процес-
сы ионного переноса и определении предельной
плотности тока в различных электрохимических
системах [7–14]. В дальнейшем эта модель была
использована для получения аналитических ре-
шений задач стационарного переноса с учетом
кинетики электрохимической реакции [15–17],
для исследования процессов переноса в системах
с гомогенными химическими реакциями [18], в
электромембранных системах [19–21], в проточ-
ных пористых электродах [22–24].

Однако приближение диффузионного слоя
Нернста не в полной мере учитывает особенности
процессов переноса в электрохимических систе-
мах, что может привести не только к количествен-
ным, но и качественным ошибкам. Отметим толь-
ко три возможные причины таких ошибок:

(1) постоянство электродиффузионных пото-
ков ионов по всей толщине диффузионного слоя
(для электроактивных ионов потоки отличны от
нуля, а для неэлектроактивных ионов потоки рав-
ны нулю);

(2) независимость распределений концентра-
ций и потенциала от коэффициентов диффузии
неэлектроактивных ионов;

(3) одинаковая для всех сортов ионов толщина
диффузионного слоя.

При учете конвективного переноса из уравне-
ний Нернста–Планка (1) для одномерного стаци-
онарного переноса вытекают следующие инте-
гро-дифференциальные уравнения:

(5)

где  – нормальная к поверхности электрода со-
ставляющая гидродинамической скорости.

Система уравнений (5) отличается от уравне-
ний переноса в неподвижном растворе (3) нали-

чием конвективных членов  и учетом

коэффициентов диффузии всех ионов, в том чис-
ле неэлектроактивных ионов.

Постоянство электродиффузионных потоков
в рамках приближения слоя Нернста является
следствием пренебрежения членами, учитываю-
щими конвективный перенос ионов. При нали-
чии конвекции скорость раствора уменьшается
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по мере приближения к электроду и становится
равной нулю только на его поверхности (во мно-
гих случаях нормальная к поверхности электрода
составляющая скорости раствора может быть ап-
проксимирована степенной функцией, напри-
мер, ). В результате конвективного пере-
носа электромиграционные потоки ионов в диф-
фузионном слое изменяются по толщине
диффузионного слоя, соотношение (5): на внеш-
ней границе диффузионного слоя диффузионные
составляющие потоков равны нулю, а миграци-
онные составляющие отличны от нуля как для
электроактивных, так и для неэлектроактивных
ионов. При этом соотношения (3) выполняются
только на поверхности электрода, в то время как
соотношения (5) выполняются как на поверхно-
сти электрода, так и во всем диффузионном слое.
Граничные условия (4) для уравнений конвектив-
ной электродиффузии (5) следует задавать на бес-
конечности или, по крайней мере, при достаточ-
но больших значениях L, так чтобы конечные
размеры расчетной области не оказывали влия-
ния на распределения концентраций ионов и по-
тенциала.

Как видно из уравнений (5), описывающих пе-
ренос неэлектроактивных ионов с учетом кон-
векции, распределения концентраций ионов и
потенциала в диффузионном слое зависят от ко-
эффициентов диффузии всех сортов ионов, что
при различных значениях коэффициентов диф-
фузии может приводить к формированию не-
скольких диффузионных слоев (в общем случае
N – 1 диффузионных слоев, так как в силу элек-
тронейтральности раствора независимо могут из-
меняться концентрации только N – 1 ионов). В
приближении слоя Нернста вблизи электрода
всегда формируется только один стационарный
диффузионный слой, так как диффузионная со-
ставляющая потоков ионов отлична от нуля по
всей толщине этого слоя.

В связи с указанными выше различиями про-
цессов переноса в подвижном и неподвижном
растворах возникает проблема: можно ли исполь-
зовать приближение диффузионного слоя Нерн-
ста и определять толщину диффузионного слоя
для раствора, содержащего ионы с различными
значениями коэффициентов диффузии?

Для решения этой проблемы необходимо
знать решение задачи одномерного стационарно-
го переноса с учетом конвекции для раствора, со-
держащего несколько сортов ионов, которые име-
ют разные значения коэффициентов диффузии.

Для анализа сформулированной проблемы мы
использовали такие модельные условия протека-
ния электрохимических процессов электрооса-
ждения металла, которые позволяют провести де-
тальное сравнение результатов расчетов в рамках
диффузионной модели Нернста с результатами

= − 2
z azv

современных численных методов решения задач
массопереноса с учетом конвекции.

Наиболее простой и достаточно широко ис-
пользуемой электрохимической системой, в ко-
торой обеспечивается равнодоступность поверх-
ности электрода, является вращающийся диско-
вый электрод (ВДЭ). Поэтому для определенности
далее будем рассматривать решение указанных
проблем на примере ВДЭ. При этом предполага-
ем, что условия проведения процесса электрооса-
ждения металла в достаточной степени соответ-
ствуют условиям равнодоступности поверхности
ВДЭ. Полученные результаты могут быть перене-
сены на другие типы электрохимических систем с
конвективным переносом.

Как известно, аналитическое решение систе-
мы уравнений (5) с граничными условиями (4)
возможно только для двух случаев. Впервые ана-
литическое решение задачи об ионном переносе
к ВДЭ для раствора с избытком индифферентного
электролита, когда миграционным переносом
электроактивных ионов можно пренебречь, было
получено Левичем [1]. Для этого случая поток
электроактивных ионов удовлетворяет следую-
щему уравнению:

(6)

где  – плотность тока при избытке индиффе-
рентного электролита.

Для режима предельного тока, когда концен-
трация электроактивных ионов на поверхности
ВДЭ становится равной нулю, и с учетом того, что
толщина диффузионного слоя существенно мень-
ше толщины гидродинамического пограничного
слоя, распределение концентрации электроак-
тивного иона вблизи ВДЭ описывается следую-
щим уравнением [1]:

(7)

где  – число Шмидта, определенное по
коэффициенту диффузии электроактивного
иона;  – кинематическая вязкость раствора;

 – толщина гидродинамического по-
граничного слоя;  – угловая скорость вращения
ВДЭ.

Из соотношения (7) следует известное уравне-
ние Левича для предельной плотности тока:
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Без учета конвекции, т.е. в рамках приближения
диффузионного слоя Нернста, из уравнения (6) при

 имеем следующее выражение для предель-
ной плотности тока:

(9)

где  – толщина диффузионного слоя Нернста
при избытке индифферентного электролита.

Толщина диффузионного слоя Нернста может
быть определена из условия равенства предель-
ных плотностей тока, полученных с учетом (8) и
без учета (9) конвекции:

(10)

Для бинарного электролита из системы уравне-
ний (5) могут быть исключены миграционные
члены и получено уравнение, совпадающее по
форме с уравнением (6):

(11)

где  – эффективный коэффи-

циент диффузии бинарного электролита;  –
плотность тока в бинарном электролите (кон-
центрация индифферентного электролита равна
нулю).

Решение уравнения (11) для бинарного элек-
тролита отличается от решения уравнения (7) для
раствора с избытком индифферентного электро-
лита только тем, что число Шмидта определяется
по эффективному коэффициенту диффузии, а не
по коэффициенту диффузии электроактивного
иона:

(12)

где  – число Шмидта, определенное
по эффективному коэффициенту диффузии би-
нарного электролита.

Из соотношений (6) и (11) следует, что предель-
ная плотность тока при избытке индифферентного
электролита равна  а в би-
нарном электролите она определяется как

 Другими слова-
ми, в выражение для предельной плотности тока
в бинарном растворе входит член  учи-
тывающий влияние миграционного переноса.
Используя соотношение (12) для определения
значения производной концентрации электроак-
тивного иона на поверхности ВДЭ, получаем сле-
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дующее соотношение для предельной плотности
тока в бинарном электролите:

(13)

Без учета конвекции, т.е. в рамках приближения
диффузионного слоя Нернста, из уравнения (1) при

 имеем следующее выражение для предель-
ной плотности тока:

(14)

где  – толщина диффузионного слоя Нернста в
бинарном электролите.

Толщина диффузионного слоя Нернста для
бинарного раствора  определяется из условия
равенства предельных плотностей тока (13) и (14):

(15)

Из соотношений (7) и (12) следует, что при
одинаковых значениях коэффициентов диффу-
зии ионов, присутствующих в растворе, распре-
деления концентрации электроактивного иона в
бинарном растворе и при избытке индифферент-
ного электролита совпадают, и толщины слоев
Нернста одинаковы. Однако предельные плотно-
сти тока отличаются в  раз из-за мигра-
ционного переноса электроактивного иона в би-
нарном растворе, в то время как при избытке фо-
на миграционный перенос отсутствует.

При произвольной концентрации индифферент-
ного электролита аналитическое решение имеется
только для раствора с тремя сортами однозаряд-
ных ионов (электроактивный и неэлектроактив-
ный катионы, неэлектроактивный анион), имею-
щих одинаковые значения коэффициентов диф-
фузии. При этих условиях было получено
следующее соотношение, устанавливающее зави-
симость предельной плотности тока от концен-
трации индифферентного электролита [28]:

(16)

где  – предельная плот-
ность тока при бесконечно большой концентрации
индифферентного электролита;  –

( )

( )

( )

( )

=

−

∞

= − =

= −
δ

− ν ω =

= −

=

=

0 1
1,lim 1 2 1 1

0

1/31 1 1,b
1 2 eff

0
1 3

2/3 1/6 1/21
1 2 1 1 1,b1 3

eff
1 3
1

1 2 1,lim1 3
eff

1

2
1 Sc

0.89

1 0.6

.

2

1

z

dci z z z FD
dz

z FD c
z z

Dz z z FD c
D

Dz z i
D

= 0zv

( )

( )
=

= − =

= −

0,N 1
1,lim 1 2 1 1

0

1 2 1 1 1,b 0

1

1 ,
z

dci z z z FD
dz

z z z FD c L

0L

0,L

−
∞

δ= = ν ω =1/3 1/6 1/2 1/30
0 eff eff 11/3

eff

0.89    1.61 ( )
2Sc

.L D D D L

( )− 1 21 z z

( )( )∞= − −1,lim 1,lim2 1 ,i i M M M

∞ −= ν ω2/3 1/6 1/2
1,lim 1 1 1,b0.62i z FD c

= +1,b 3,b 1,b( )M c c c



ЭЛЕКТРОХИМИЯ  том 58  № 9  2022

ПРЕДЕЛЬНЫЙ ТОК ЭЛЕКТРООСАЖДЕНИЯ МЕТАЛЛА 539

относительная концентрация индифферентного
электролита;  – концентрация неэлектроактив-
ного катиона.

Соотношение (16) по форме совпадает с решени-
ем Эйкена для слоя неподвижного электролита [6]:

(17)

в котором предельная плотность тока 
 определяется по толщине диффузи-

онного слоя для электроактивного иона  (10).
В соотношениях (16) и (17) член

 учитывает влияние миграции на
предельную плотность тока при различной кон-
центрации индифферентного электролита: при
изменении M от 1 (бинарный электролит) до бес-
конечности (избыток индифферентного электро-
лита) значение этого члена изменяется от 1 до 0.5.

Харкацем [29] предложен приближенный ме-
тод, позволяющий решать задачу при различных
значениях коэффициентов диффузии ионов. При
этом предельная плотность тока определяется со-
отношением (17), но толщина диффузионного
слоя определяется по коэффициенту диффузии

 значение которого изменяется при измене-
нии концентрации индифферентного электроли-
та от эффективного коэффициента диффузии би-
нарного электролита (при нулевой концентрации
фона) до коэффициента диффузии электроактив-
ного иона (при избытке индифферентного элек-
тролита):

(18)

где K = 1/M – коэффициент, характеризующий
относительную концентрацию индифферентного
электролита и изменяющийся от 0 до 1. Назовем

 эффективным коэффициентом диффузии
раствора с тремя сортами ионов (электроактив-
ный катион, неэлектроактивный катион, анион).

В работе [29] на основании рассмотрения не-
скольких частных случаев сделано заключение,
что использование приближения слоя Нернста,
толщина которого L определяется по значению

 (18):

дает хорошее соответствие с результатами чис-
ленного решения. В общем случае решение таких
задач требует более детального анализа. Кроме
того, соотношение (18) не учитывает коэффици-
ент диффузии катиона индифферентного элек-
тролита.

В предельных случаях бинарного электролита
и избытка индифферентного электролита плот-
ность тока может быть выражена через значение
производной концентрации электроактивного

3c
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иона на поверхности электрода, как при учете
конвективного переноса (уравнения (8), (13)), так
и в рамках приближения диффузионного слоя
Нернста (уравнения (9), (14)). Это позволяет
определять толщину диффузионного слоя Нерн-
ста с использованием следующего соотношения
(при условии, что концентрация электроактив-
ного иона на поверхности электрода равна нулю):

(19)

Такой способ определения толщины диффу-
зионного слоя Нернста, базирующийся на линей-
ной аппроксимации распределения концентра-
ции, используется в ряде работ [3–6]. Важное до-
стоинство этого способа состоит в том, что он
позволяет обеспечить одинаковое значение пре-
дельной плотности тока для решений с учетом и
без учета конвективного переноса ионов как для
бинарного электролита, так и при избытке ин-
дифферентного электролита. Однако известно,
что даже малые концентрации индифферентного
электролита могут приводить к существенным
изменениям градиента концентрации электроак-
тивного иона на электроде и лишь небольшим из-
менениям предельной плотности тока [27]. Это в
определенной степени ограничивает возможно-
сти использования соотношения (19).

При произвольной концентрации индиффе-
рентного электролита уравнения ионного пере-
носа не могут быть сведены к уравнениям кон-
вективной диффузии. При этом миграционный
перенос ионов может приводить к существенно-
му изменению распределений концентраций
ионов вблизи электрода, а следовательно, и тол-
щины диффузионного слоя. При существенных
различиях в значениях коэффициентов диффу-
зии ионов вблизи электрода может формировать-
ся не один, а несколько диффузионных слоев
(N – 1, если считать раствор электронейтраль-
ным). В то же время если конвективный перенос
ионов не учитывается, то в стационарных услови-
ях всегда формируется только один диффузион-
ный слой. Эти различия ставят вопрос о допусти-
мости использования приближения слоя Нернста
при рассмотрении процессов ионного переноса в
растворах с произвольной концентрацией ин-
дифферентного электролита [30].

В общем случае при учете конвекции для опре-
деления распределений концентраций и потен-
циала требуется использовать численные методы.
Методы решения задач электродиффузионного
переноса с учетом конвекции в многокомпонент-
ных электрохимических системах достаточно хо-
рошо разработаны [25–31]. Однако, систематиче-
ские исследования влияния транспортных свойств
раствора и концентрации индифферентного элек-
тролита на процессы переноса и, в частности, на

=
= 1,b

1 0

.
( )z

c
L
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предельную плотность тока, а также допустимости
использования приближения диффузионного
слоя Нернста для электрохимических систем с
конвективным переносом, не проводились.

Настоящая работа посвящена теоретическому
исследованию процессов переноса при электро-
восстановлении катионов металла на вращаю-
щемся дисковом электроде из раствора, содержа-
щего три сорта ионов (электроактивный катион
металла, неэлектроактивные катион и анион), с
целью установления закономерностей влияния
состава раствора и ионных коэффициентов диф-
фузии на предельную плотность тока с учетом
конвекции и оценки возможности использова-
ния приближения диффузионного слоя Нернста.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
Рассмотрим трехкомпонентную электрохими-

ческую систему, содержащую электроактивные
однозарядные катионы  неэлектроактивные
однозарядные катионы  и анионы 

Будем считать, что на катоде протекает мо-
дельная электрохимическая реакция:

(20)

В одномерном приближении уравнения, опи-
сывающие процессы переноса вблизи ВДЭ, име-
ют следующий вид:

(21)

где z – координата нормальная к поверхности
ВДЭ, начало координат расположено на поверх-
ности ВДЭ; t – время; ck, Dk – концентрация и ко-
эффициент диффузии ионов k-го сорта соответ-
ственно;  – нормальная к поверхности ВДЭ со-
ставляющая гидродинамической скорости; k –
нижний индекс, обозначающий сорт иона (M для
электроактивного катиона, A для неэлектроактив-
ного аниона, C для неэлектроактивного катиона).

В рамках приближения электронейтральности
раствора выполняется следующее соотношение:

(22)

Нормальная к поверхности ВДЭ составляю-
щая гидродинамической скорости определяется с
использованием следующего соотношения:

(23)
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где ω = 2πn/60 – угловая скорость ВДЭ; n – коли-
чество оборотов ВДЭ в минуту; ν – кинематиче-
ская вязкость раствора.

Граничные условия для системы уравнений (21)
могут быть заданы в следующем виде:

– в объеме раствора электролита ( )

(24)

где b – нижний индекс, обозначающий концен-
трации в объеме раствора электролита:

– на ВДЭ ( )

(25)

где i – плотность тока электрохимической реак-
ции (19);  – поток ионов k-го сорта на поверх-
ности ВДЭ.

Кинетику электрохимической реакции (20)
будем задавать с использованием уравнения [32]:

(26)

где    – плотность тока обмена, ко-
эффициент переноса и перенапряжение электро-
химической реакции (20) соответственно;

 и  – потенциал электрода и равно-
весный потенциал электрода соответственно; u –
приложенный к ВДЭ потенциал; ϕ0 – потенциал
в растворе у поверхности ВДЭ; 0 – нижний ин-
декс, обозначающий значения переменных на
поверхности ВДЭ.

Для удобства численного решения и анализа
результатов примем, что  и приведем
уравнения математической модели к безразмер-
ному виду. При этом в качестве единицы концен-
трации будем использовать концентрацию элек-
троактивного катиона в растворе , в качестве
единицы потенциала RT/F, а в качестве единицы
длины будем использовать толщину диффузион-
ного слоя, которая, согласно теории Левича,
определяется следующим соотношением:

(27)
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В результате перехода к безразмерным пере-
менным будем иметь:

(28)

(29)

где   – безразмерные концентрация и коэф-
фициент диффузии k-го компонента; Z – безраз-
мерное расстояние от поверхности ВДЭ;  – без-
размерный потенциал в растворе;  – безразмерное
время;  – константа.

Взаимосвязь между размерными и безразмер-
ными переменными устанавливается с помощью
следующих соотношений:

(30)

Граничные условия (24)–(26) в безразмерном
виде примут вид:

– в объеме раствора электролита ( )

(31)

– на ВДЭ ( )

(32)

(33)

где  – безразмерное значение по-
тока k-го компонента на поверхности ВДЭ;

 – предельный диффузионный
поток катионов металла;  – безразмер-
ная плотность тока электрохимической реакции;

 – предельный диффузионный ток
катионов металла;  – безразмерная
плотность тока обмена электрохимической реак-
ции;  – безразмерное перенапряже-
ние;  – безразмерный приложенный
к ВДЭ потенциал;  – относительная
концентрация индифферентного электролита.
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В качестве начальных условий будем прини-
мать равномерные распределения концентраций
вблизи поверхности ВДЭ, значения которых рав-
ны их объемным значениям:

(34)

В результате решения предлагаемой математи-
ческой модели могут быть определены распреде-
ления концентраций и потенциала, а также полу-
чены зависимости плотности тока от приложен-
ного потенциала ВДЭ при различных значениях
параметров.

Предлагаемая математическая модель описы-
вает нестационарный конвективный электро-
диффузионный перенос всех сортов ионов. При
исключении конвективных членов  из
системы уравнений (28) получаем систему урав-
нений процессов переноса в неподвижном рас-
творе, т.е. в диффузионном слое Нернста. При
исключении из системы уравнений (28) произ-
водных по времени получаем систему уравнений,
описывающих процессы переноса в стационар-
ных условиях.

МЕТОД ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ

Ввиду нелинейности уравнений переноса,
обусловленной миграционными членами, анали-
тическое решение предлагаемой модели не может
быть получено. Численное решение предложен-
ной математической модели осуществлялось ме-
тодом конечных объемов [33] с использованием
неравномерной сетки. Размер расчетной области
принимался равным  что обеспечивало
независимость результатов расчета от конечного
размера расчетной области. При расчетах исполь-
зовалась сетка, состоящая из 1000–10000 узлов,
шаг которой изменялся в геометрической про-
грессии от 10–6 (у поверхности ВДЭ) до 0.05 (на
внешней границе расчетной области).

Вследствие существенной нелинейности урав-
нений переноса при решении стационарной зада-
чи обеспечить сходимость итерационного процес-
са возможно лишь при использовании достаточно
хорошего начального приближения распределе-
ний концентраций и потенциала, что представляет
собой довольно сложную задачу. Для улучшения
сходимости итерационного численного решения
был использован метод установления, предусмат-
ривающий получение стационарного решения в
результате численного решения нестационарной
задачи до момента окончания переходного про-
цесса и установления стационарных распределе-
ний концентраций и потенциала.

( ) ( ) ( )= = ε = + εM C A,0 1, ,0 , ,0 1 .C Z C Z C Z

∂ ∂2
kaZ C Z

=max 5,Z
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Для каждого конечного объема использова-
лись следующие разностные уравнения, облада-
ющие свойством консервативности:

(35)

где  – шаг j-го элемента сетки,  – шаг по вре-
мени; j – нижний индекс, обозначающий номер
конечного объема; n – верхний индекс, обознача-
ющий номер шага по времени;   – пото-
ки ионов через правую и левую границы j-го ко-
нечного объема, соответственно;  – зарядность
ионов k-го сорта.

В соответствии с уравнениями (31), граничные
условия на внешней границе расчетной области
(Z = 5) задавались в следующем виде:

(36)

где J – номер узла сетки, расположенного на
внешней границе расчетной области.

На поверхности ВДЭ использовались следую-
щие уравнения, выражающие граничные усло-
вия (32):

(37)

Потоки через границы конечных объемов рас-
считывались с использованием следующих соот-
ношений:

(38)

где  – расстояние j-го расчетного уз-
ла от поверхности ВДЭ.

Итерационное численное решение нелиней-
ных разностных уравнений осуществлялось мето-
дом Ньюмена [2] до получения решения с задан-
ной точностью. Детальное описание процедуры
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численного решения приведено в предыдущих
работах [21, 34, 35].

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ
Математическая модель рассматриваемой

электрохимической системы, приведенная к без-
размерному виду и включающая систему уравне-
ний (28), (29) с граничными условиями (31)–(33)
и начальными условиями (34), содержит 5 безраз-
мерных параметров (два коэффициента диффу-
зии   два параметра электрохимической ре-
акции   один параметр состава раствора ),
характеризующих свойства системы, и один па-
раметр U, характеризующий условия проведения
процесса (при достаточно больших значениях
этого параметра достигается предельная плот-
ность тока). Для упрощения анализа рассматри-
ваемой системы примем, что  и  т. к.
нас в первую очередь будет интересовать режим
предельного тока, соответствующий уменьше-
нию концентрации электроактивного катиона
металла на поверхности ВДЭ до нуля при доста-
точно больших значениях приложенного потен-
циала U.

Таким образом, предельная плотность тока за-
висит только от трех параметров: коэффициентов
диффузии   и относительной концентрации
индифферентного электролита  Состав раствора
может быть задан и с использованием других пара-
метров: посредством отношения суммарной кон-
центрации катионов к концентрации электроак-
тивных катионов  [6]
или отношения концентрации электроактивных
катионов к суммарной концентрации катионов

 [29]. Мы бу-
дем использовать разные выражения для относи-
тельной концентрации индифферентного элек-
тролита (M, K и h) для удобства сравнения резуль-
татов с другими работами.

На рис. 1 представлены зависимости предель-
ной плотности тока осаждения металла от пара-
метра K, характеризующего состав раствора, по-
лученные в результате численного решения при
различных значениях коэффициентов диффузии
ионов. Кроме того, на этом рисунке представле-
ны приближенные аналитические аппроксима-
ции, предложенные Харкацем в [29]. Для слоя
Нернста решение для предельной плотности то-
ка, полученное Эйкеным в безразмерных пере-
менных, имеет вид:

(39)

где  – безразмерная толщина диффузи-
онного слоя Нернста, зависящая от безразмерно-

A,D C;D
0  ,I α; ε

α = 0.5 =0 1,I

A,D CD
ε.

( )= + = + εM,b C,b M,b 1M c c c
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го эффективного коэффициента диффузии рас-
твора с тремя сортами ионов 

В работе [29] была предложена линейная ап-
проксимация для эффективного коэффициента
диффузии раствора с тремя сортами ионов (18),
которая в безразмерном виде при принятых зна-
чениях параметров может быть представлена так:

(40)

где  – безраз-
мерный эффективный коэффициент диффузии
соли MA, в растворе которой проводится элек-
троосаждение металла M.

Из рис. 1 следует, что предельный ток увели-
чивается с уменьшением относительной концен-
трации индифферентного электролита (с увели-
чением K) и зависимость эта нелинейная. Наибо-
лее чувствителен предельный ток в области
малых концентраций индифферентного электро-
лита (больших K). В этом нет качественных раз-
личий между результатами расчетов с учетом кон-
векции и без него. Однако учет конвекции пока-
зывает, что величина предельной плотности тока
зависит от коэффициентов диффузии ионов всех
сортов, а не только от коэффициента диффузии
разряжающегося катиона. При этом уменьшение
коэффициентов диффузии неэлектроактивных
ионов приводит к усилению электрического поля
и увеличению предельного тока. Наибольшее
влияние на предельную плотность тока оказывает

= M* * .D D D

( ) ( )= + − = + − +MA A A* 1 1 1 1 ,D D K K K D D

( )= = = +MA eff eff M A A2 1D D D D D D

коэффициент диффузии аниона (рис. 1, кривые 5
и 7).

Для определения плотности предельного тока
в отсутствие конвекции рассчитывали толщину
диффузионного слоя Нернста с учетом эффек-
тивного коэффициента диффузии раствора с тре-
мя сортами ионов при разных относительных
концентрациях индифферентного электролита.

Используя значения предельной плотности
тока, полученные в результате численного моде-
лирования процессов переноса с учетом конвек-
ции, с помощью соотношения (39) можно опре-
делить безразмерную толщину диффузионного
слоя Нернста и безразмерный эффективный ко-
эффициент диффузии раствора с тремя сортами
ионов:

(41)

На рис. 2 представлены зависимости  рас-
считанные на основе результатов численного мо-
делирования и с использованием линейной ап-
проксимации (40).

Результаты этого рисунка показывают влия-
ние состава раствора с тремя сортами ионов и
ионных коэффициентов диффузии на величину
коэффициента диффузии, используемого для
расчета толщины диффузионного слоя Нернста.
Видно, что даже при одинаковых значениях ко-
эффициентов диффузии ионов, эффективный

( ) ( ) = Δ = − − 
33

lim1 .1* 2D K KI

*,D

Рис. 1. Зависимости предельной плотности тока от
концентрации индифферентного электролита при
различных значениях коэффициентов диффузии
ионов: (1, 2)  (3–6)  (7–10)

 (3, 7)  (4, 8)  (5, 9) 
(1, 3–5, 7–9) решение с учетом конвекции; (2, 6, 10)
аналитическое решение (39) без учета конвекции в
диффузионном слое Нернста, толщина которого
определялась с использованием соотношения (40).
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Рис. 2. Зависимости безразмерного коэффициента
диффузии, используемого для определения толщины
диффузионного слоя Нернста, от концентрации ин-
дифферентного электролита при различных значениях
коэффициентов диффузии ионов: (1) 
(2‒4)  (5–7)  (2, 5)  (3, 6)

 (4, 7)  Пунктирные линии обозначают
приближение Харкаца.
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коэффициент диффузии раствора с тремя сорта-
ми ионов отличается от 1 (рис. 2, кривая 1) при
конечных концентрациях индифферентного
электролита. Очевидно, это должно быть связано
с изменением распределений концентраций
ионов вблизи ВДЭ в результате взаимодействия
электрического и гидродинамического полей в
растворах с разной концентрацией индиффе-
рентного электролита. При  расчетные зна-
чения  существенно меньше значений, полу-
ченных по соотношению (40) (рис. 2, кривые 5–7).
Причем при увеличении коэффициента диффузии
неэлектроактивного катиона  значения  уве-
личиваются, приближаясь к значениям, рассчи-
танным по соотношению (40). При  рас-
четные значения  существенно меньше значе-
ний, полученных по соотношению (40) только
при  (рис. 2, кривая 2). При увеличении

 соотношение (40) дает заниженные значения
 (рис. 2, кривые 3, 4). Из полученных результа-

тов следует, что коэффициент диффузии неэлек-
троактивного катиона  который не входит в
соотношение (40), оказывает заметное влияние
на толщину диффузионного слоя Нернста и зна-
чение эффективного коэффициента диффузии
раствора с тремя сортами ионов.

При предельной плотности тока и ненулевой
концентрации индифферентного электролита
граничные условия (32) могут быть записаны в
следующем виде:

(42)

При этом предельная плотность тока может
быть определена с использованием следующего
соотношения:

(43)

Из соотношений (42), (43) и условия электро-
нейтральности получаем следующие уравнения:

(44)

При наличии индифферентного электролита
концентрация неэлектроактивных катионов на
поверхности ВДЭ всегда больше, чем в объеме
раствора. Поэтому концентрация анионов на по-
верхности ВДЭ в режиме предельного тока

 всегда больше нуля, а следователь-
но, электрическое поле на поверхности ВДЭ име-
ет конечное значение. Вследствие этого миграци-
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онная составляющая потока электроактивных
катионов на поверхности ВДЭ равна нулю.

В бинарном электролите из граничных усло-
вий (42) второе уравнение следует исключить. Из
оставшихся двух уравнений и условия электро-
нейтральности следуют такие соотношения:

(45)

В бинарном растворе миграционная составля-
ющая потока электроактивных катионов на по-
верхности отлична от нуля, так как уменьшение
поверхностной концентрации катионов компен-
сируется увеличением электрического поля.

Небольшие добавки индифферентного элек-
тролита не приводят к сильным изменениям пре-
дельной плотности тока (рис. 1). В связи с этим
следует ожидать скачкообразного изменения
производной концентрации электроактивного
катиона на поверхности ВДЭ при переходе от би-
нарного раствора к раствору с небольшим коли-
чеством индифферентного электролита. Дей-
ствительно, из соотношений (44), (45) и выраже-
ния для предельной плотности тока (39) получаем
следующие уравнения для производной  на
поверхности ВДЭ для бинарного электролита (46) и
электролита с тремя сортами ионов (47):

(46)

(47)

Из соотношения (47) следует, что при малых
концентрациях индифферентного электролита
(  ) значение производной  на
поверхности ВДЭ равно  в то время как в би-
нарном растворе оно имеет в два раза меньшее
значение (46). При больших концентрациях ин-
дифферентного электролита (  ) зна-
чение производной стремится к предельному
значению  Соотношение (47) свидетельствует
о существенно нелинейном распределении кон-
центрации электроактивного катиона вблизи
электрода при малых концентрациях индиффе-
рентного электролита и невозможности исполь-
зования безразмерной формы соотношения (19)
для определения толщины диффузионного слоя
Нернста.

На рис. 3 представлены распределения кон-
центрации электроактивного катиона и её произ-
водной вблизи ВДЭ при различной концентрации
индифферентного электролита. В работах Ньюмена
[25, 26] и Вейна [27] при переходе к безразмерным
переменным вместо соотношения (27) было ис-
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пользовано другое соотношение, отличающиеся
значением численного коэффициента:

(48)

Для сравнения полученных в данной работе
результатов с результатами, приведенными в ра-
ботах [25–27], безразмерные расстояния от по-
верхности ВДЭ следует уменьшить в 1.61/1.8052 =
= 0.8919 раз, а значения безразмерных производ-
ных концентраций и потенциала увеличить в
1.8052/1.61 = 1.1212 раз. Использование в качестве
масштаба при переходе к безразмерным перемен-
ным толщины диффузионного слоя (27) позволя-
ет получить более простое выражение для безраз-
мерной плотности тока:

(49)

в то время как при использовании безразмерной
переменной  правую часть соотношения
(49) необходимо умножать на численный коэф-
фициент:

(50)
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Распределения концентрации электроактив-
ного катиона и ее производной в бинарном раство-
ре (рис. 3, кривые 1 и 5) и при избытке индиффе-
рентного электролита (рис. 3, кривые 4 и 8) прак-
тически совпадают и значение производной

 на поверхности ВДЭ равно 1. Эти резуль-
таты совпадают с приближенным решением в
рамках диффузионного слоя Нернста для безраз-
мерной концентрации разряжающихся катионов:

(51)

При этом безразмерная толщина диффузион-
ного слоя Нернста равна 1. Таким образом, в пре-
дельных случаях бинарного электролита и рас-
твора с избытком индифферентного электролита
приближение диффузионного слоя Нернста вы-
полняется с высокой точностью. Однако при ко-
нечных концентрациях индифферентного элек-
тролита даже при одинаковых значениях коэффи-
циентов диффузии всех сортов ионов производная
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Рис. 3. Распределения концентрации электроактивного катиона (1–4) и ее производной (5–8) вблизи ВДЭ при
 и различных значениях концентрации индифферентного электролита: (1, 5)  (бинарный электро-

лит); (2, 6)  (3, 7)  (4, 8) 
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 на поверхности ВДЭ может принимать
значения существенно большие 1, что свидетель-
ствует о нарушении допущений, используемых в
приближении диффузионного слоя Нернста. Так
при ε = 10–3 производная ∂CM/∂Z на поверхности
ВДЭ принимает значение, равное 1.94 (рис. 3,
кривая 6), что очень хорошо согласуется с соотно-
шением (47). В то же время в бинарном электро-
лите значение  на поверхности ВДЭ рав-
но 1 (рис. 3, кривая 5), что хорошо согласуется с
соотношением (46).

Относительная погрешность определения
предельной плотности тока, рассчитанной с уче-
том конвективного переноса и в рамках прибли-
жения диффузионного слоя Нернста, зависит от
концентрации индифферентного электролита и
достигает наибольшего значения при приблизи-
тельно равных концентрациях электроактивного
и индифферентного электролитов. Поэтому ана-
лиз влияния коэффициентов диффузии на рас-
пределения концентраций и парциальных плот-
ностей тока проведем на примере раствора с оди-
наковой концентрацией электроактивного и
индифферентного электролитов, т.е. при 
( ).

По значению производной концентрации на
поверхности электрода (которая при отсутствии
миграции пропорциональна току) можно опреде-
лить толщину диффузионного слоя (см. уравне-
ние (19)).

∂ ∂MC Z

∂ ∂MC Z

ε = 1
= 0.5K

На рис. 4–13 представлены распределения
концентраций ионов, производной концентра-
ции электроактивного катиона (рис. 4, 6, 8, 10 и
12) и парциальных плотностей тока (рис. 5, 7, 9, 11
и 13) при различных значениях коэффициентов
диффузии ионов (  на рис. 4 и 5;

 на рис. 6 и 7; ,  на
рис. 8 и 9;   на рис. 10 и 11;

 на рис. 12 и 13), рассчитанные с уче-
том и без учета конвективного переноса.

Даже при равенстве коэффициентов диффу-
зии всех сортов ионов распределения концентра-
ций вблизи ВДЭ заметно отклоняются от линей-
ного распределения, положенного в основу при-
ближения диффузионного слоя Нернста. Это
отчетливо видно по кривым  (рис. 4, кри-
вые 4, 8). В результате использования приближе-
ния диффузионного слоя Нернста получается
значение предельного тока, отличающееся от
предельного тока, полученного с учетом конвек-
тивного переноса ионов (рис. 5, кривые 6 и 9).
Различия в значениях коэффициентов диффузии
ионов влияют на распределение электрического
поля вблизи ВДЭ, а следовательно, на миграци-
онный перенос ионов. Это оказывает влияние не
только на распределения концентраций, но и на
величину предельного тока. При 
погрешность расчета предельного тока с исполь-

= =A C 1D D

= =A C 0.2D D =A 0.2D =C 5D

=A 5,D =C 0.2D

= =A C 5 D D

∂ ∂MC Z

= =A C 0.2D D

Рис. 4. Распределения концентраций ионов (1–3, 5–7)
и производной концентрации электроактивного ка-
тиона (4, 8) и вблизи ВДЭ при  и 
(1–4) численное решение с учетом конвекции; (5–8)
численное решение в слое Нернста, толщина которо-
го определялась по эффективному коэффициенту
диффузии (41); (1, 5) CM; (2, 6) CA; (3, 7) CC. Верти-
кальная пунктирная линия обозначает внешнюю гра-
ницу диффузионного слоя Нернста.
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Рис. 5. Распределения парциальных плотностей тока
ионов (1–5, 7, 8) и плотности тока (6, 9) вблизи ВДЭ
при  и  (1–6) численное решение с
учетом конвекции; (7–9) численное решение в слое
Нернста, толщина которого определялась по эффек-
тивному коэффициенту диффузии [29]; (1, 7) 
(2, 8)  (3)  (4)  (5) 

1.00

0.50

0.75

0.25

1.25

1

2.00.5 1.0 1.50
Z

I k

2
3
4
5
6
7
8
9

= =A C 1D D ε =  1:

M,dif ;I

M,mig;I M;I A;I C.I



ЭЛЕКТРОХИМИЯ  том 58  № 9  2022

ПРЕДЕЛЬНЫЙ ТОК ЭЛЕКТРООСАЖДЕНИЯ МЕТАЛЛА 547

зованием приближения диффузионного слоя
Нернста составляет около –10% (рис. 6, 7), а при

  использование приближения
Нернста дает погрешность предельного тока при-

=A 0.2,D =C 5D

близительно +14% (рис. 8, 9). Иными словами,
изменение коэффициента диффузии неэлектро-
активного катиона от  до  приво-
дит к изменению предельного тока почти на 25%.

=C 0.2D =C 5D

Рис. 6. Распределения концентраций ионов (1–3, 5–7)
и производной концентрации электроактивного ка-
тиона (4, 8) вблизи ВДЭ при  и 
(1–4) численное решение с учетом конвекции; (5–8)
численное решение в слое Нернста, толщина которо-
го определялась по эффективному коэффициенту
диффузии [29]; (1, 5) CM; (2, 6) CA; (3, 7) CC.
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Рис. 7. Распределения парциальных плотностей тока
ионов (1–5, 7, 8) и плотности тока (6, 9) вблизи ВДЭ
при  и  (1–6) численное решение с
учетом конвекции; (7–9) численное решение в слое
Нернста, толщина которого определялась по эффек-
тивному коэффициенту диффузии [29]; (1, 7) 
(2, 8)  (3)  (4)  (5) 
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Рис. 8. Распределения концентраций ионов (1–3, 5–7)
и производной концентрации электроактивного ка-
тиона (4, 8) вблизи ВДЭ при   и 
(1–4) численное решение с учетом конвекции; (5–8)
численное решение в слое Нернста, толщина которо-
го определялась по эффективному коэффициенту
диффузии [29]; (1, 5) CM; (2, 6) CA; (3, 7) CC.
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Рис. 9. Распределения парциальных плотностей тока
ионов (1–5, 7, 8) и плотности тока (6, 9) вблизи ВДЭ
при   и  (1–6) численное реше-
ние с учетом конвекции; (7–9) численное решение в
слое Нернста, толщина которого определялась по
эффективному коэффициенту диффузии [29]; (1, 6)

 (2, 8)  (3)  (4)  (5) 
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Однако это не учитывается в модели Нернста, так
как поток неэлектроактивного катиона в диффу-
зионном слое Нернста равен нулю и коэффици-
ент диффузии этого катиона не оказывает влия-
ния на распределение электрического поля и
концентраций в диффузионном слое.

ВЫВОДЫ

В результате теоретического анализа массопе-
реноса при электрохимическом осаждении ме-
талла на вращающемся дисковом электроде в
растворе с тремя сортами ионов (разряжающие-
ся катионы металла и ионы индифферентного

Рис. 10. Распределения концентраций ионов (1–3, 5–7)
и производной концентрации электроактивного ка-
тиона (4, 8) вблизи ВДЭ при   и 
(1–4) численное решение с учетом конвекции; (5–8)
численное решение в слое Нернста, толщина которо-
го определялась по эффективному коэффициенту
диффузии [29]; (1, 5) CM; (2, 6) CA; (3, 7) CC.
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Рис. 11. Распределения парциальных плотностей то-
ка ионов (1–5, 7, 8) и плотности тока (6, 9) вблизи
ВДЭ при   и  (1–6) численное
решение с учетом конвекции; (7–9) численное реше-
ние в слое Нернста, толщина которого определялась
по эффективному коэффициенту диффузии [29];
(1, 6)  (2, 8)  (3)  (4)  (5) 
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Рис. 12. Распределения концентраций ионов (1–3, 5–7)
и производной концентрации электроактивного катио-
на (4, 8) вблизи ВДЭ при  и  (1–4)
численное решение с учетом конвекции; (5–8) чис-
ленное решение в слое Нернста, толщина которого
определялась по эффективному коэффициенту диф-
фузии [29]; (1, 5) CM; (2, 6) CA; (3, 7) CC.
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Рис. 13. Распределения парциальных плотностей то-
ка ионов (1–5, 7, 8) и плотности тока (6, 9) вблизи
ВДЭ при  и  (1–6) численное реше-
ние с учетом конвекции; (7–9) численное решение в
слое Нернста, толщина которого определялась по эф-
фективному коэффициенту диффузии [29]; (1, 6) 
(2, 8)  (3)  (4)  (5) 

1.25

1.00

0.75

0.50

0.25

2.00.5 1.0 1.50
Z

1

I k

2
3
4
5
6
7
8
9

= =A C 5D D ε =  1:

M,dif ;I

M,mig;I M;I A;I C.I



ЭЛЕКТРОХИМИЯ  том 58  № 9  2022

ПРЕДЕЛЬНЫЙ ТОК ЭЛЕКТРООСАЖДЕНИЯ МЕТАЛЛА 549

электролита) получены распределения вблизи
ВДЭ ионных концентраций и их производных,
парциальных ионных плотностей тока и электри-
ческого потенциала. Расчеты выполнены с уче-
том и без учета конвекции (диффузионная модель
Нернста) электролита, при различных концен-
трациях индифферентного электролита и различ-
ных соотношениях ионных коэффициентов диф-
фузии.

Численное решение предложенной математи-
ческой модели осуществлялось методом конеч-
ных объемов с использованием неравномерной
сетки. Решение учитывало электродиффузион-
ный и конвективный перенос ионов всех сортов.
Для сравнения представлены некоторые резуль-
таты аналитических решений в рамках диффузи-
онной модели Нернста.

Показано, что при учете конвекции величина
предельной плотности тока зависит от коэффи-
циентов диффузии ионов всех сортов, а не только
от коэффициента диффузии разряжающегося ка-
тиона. Наибольшее влияние оказывает коэффи-
циент диффузии аниона. Уменьшение коэффи-
циента диффузии неэлектроактивных катионов
приводит к усилению электрического поля и уве-
личению предельного тока.

Для определения плотности предельного тока
в отсутствие конвекции проведен расчет толщи-
ны диффузионного слоя Нернста с использова-
нием эффективного коэффициента диффузии
раствора с тремя сортами ионов при разных кон-
центрациях индифферентного электролита.

Проведенное численное моделирование с уче-
том конвекции позволило определить значение
эффективного коэффициента диффузии раствора
с тремя сортами ионов и толщину диффузионного
слоя Нернста. Определена зависимость эффектив-
ного коэффициента диффузии от концентрации
индифферентного электролита и показано ее от-
личие от зависимости, полученной с использова-
нием линейной аппроксимации.

Показано, что в предельных случаях бинарного
электролита и раствора с избытком индифферент-
ного электролита приближение диффузионного
слоя Нернста выполняется с высокой точностью.
При конечных концентрациях индифферентного
электролита, даже при одинаковых значениях ко-
эффициентов диффузии всех сортов ионов, нару-
шаются допущения, используемые в приближении
диффузионного слоя Нернста, и при расчетах мас-
сопереноса необходимо применять численные ме-
тоды. Сделаны оценки погрешности расчета пре-
дельного тока с использованием приближения
диффузионного слоя Нернста относительно пре-
дельного тока, полученного с учетом конвектив-
ного переноса ионов.
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